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Gases ideales, gases 
perfectos y gases reales 
1.1 ¿Qué se entiende por gas? 
Por gas entendemos, en el caso de mayor complejidad, un estado de agregación de la 
materia compuesto de moléculas, átomos e iones, caracterizado por su muy débil in-
teracción molecular, su baja densidad, la facilidad con que pueden ser comprimidos y 
la propiedad singular de ocupar por completo el volumen del recipiente que los con-
tiene. 
Un gas no tiene volumen ni presión definidos. Su volumen depende del recipiente que 
lo contiene y su presión está determinada por su ecuación de estado: 
( ), , 0f P v T = (1.1) 
A temperatura y a presión ambiente, los gases pueden ser elementos químicos, como 
el hidrógeno, el oxígeno, el nitrógeno, el cloro, el flúor y los gases nobles; compuestos, 
como el dióxido de carbono o el propano, o mezclas, como el aire. En condiciones 
extremas de alta temperatura y baja presión, el gas experimenta disociación, incluso 
ionización, y da lugar a una mezcla de moléculas, átomos e iones. En este estado, las 
propiedades del gas se desvían considerablemente de las que corresponden a su estado 
normal de presión y temperatura.1
En relación con las leyes que relacionan las magnitudes de estado del gas (ρ, P, T) y 
su evolución termodinámica, se ha establecido una subdivisión en clases: gas ideal o 
perfecto, y gas imperfecto o real. En la literatura sobre el tema, no parece que se haga 
distinción alguna entre gas ideal y gas perfecto; sin embargo, considerando qué se en-
tiende por fluido ideal, cabe concluir que no deberían confundirse.  
(Ver [Ta91]) 
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1.2 Fluido ideal, gas ideal y gas perfecto  
Un fluido ideal, que es una pura abstracción, se define como una sustancia perfecta 
que posee elasticidad de volumen pero no rigidez. Dado que el fluido ideal no puede 
resistir una tensión tangencial, por muy pequeña que sea, las únicas fuerzas que puede 
resistir son fuerzas normales, o sea, de presión. El fluido ideal presenta las tres carac-
terísticas siguientes: 
− Solo puede transmitir fuerzas de presión. 
− La presión en un punto es la misma en todas las direcciones. 
− Carece de viscosidad, pues no es capaz de transmitir fuerzas tangenciales, de cor-
tadura. 
Los fluidos ideales se subdividen en líquidos ideales y gases ideales. Un gas ideal es 
un medio material homogéneo, isótropo, compresible, cuyas moléculas interaccionan 
únicamente por colisión elástica. Desde el punto de vista de su módulo elástico, un gas 
ideal puede definirse como un fluido ideal, pues carece de viscosidad y tiene un mó-
dulo volumétrico isotermo Tk , que es igual a su presión estática p . 
La mayoría de los gases en condiciones próximas a la presión atmosférica y a tempe-
ratura ambiente se tratan como un gas ideal. El modelo del gas ideal consta de dos 
ecuaciones: la ecuación del estado térmico, que relaciona ,    P v y T  y la ecuación del 
estado energético, que relaciona ,    u v y T . Las propiedades energéticas de los gases 
ideales suelen expresarse de dos maneras alternativas: 
− Como tabla de ( )u u T= para cada gas. 
− En función de los calores específicos de cada gas, cuyos valores se pueden ajustar 
habitualmente a una expresión del tipo: 
 2 3pc a bT cT dT= + + +  (1.2) 
Todas las relaciones entre las variables de estado termodinámico ,    P v y T  estableci-
das a partir de resultados experimentales, tales como las de Boyle-Mariotte, Charles y 
Gay-Lussac, y la ley general que se deriva de ellas, se establecieron en procesos cua-
siestacionarios, de modo que en ellos no podía aparecer la influencia de la viscosidad. 
Se ha demostrado experimentalmente que, para un sistema homogéneo, compuesto por 
una especie química simple de gas, de masa molecular M , la presión P, el volumen 
específico v y la temperatura T están relacionados por: 
 ( )
0
lim   
P
Pv R constantedel gas
T→
  = 
 
 (1.3) 
La constante de gas R depende solo de la clase de gas considerado. Un gas para el cual 
R es una constante, o muy aproximadamente, y que satisface la ecuación de estado 
térmico 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑅𝑅𝑅𝑅se denomina gas térmicamente perfecto.  
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1.2.1 Gas perfecto 
El gas perfecto, que también tiene las propiedades del gas ideal, es, por el contrario, 
un gas viscoso con calores específicos constantes. Desde el punto de vista termodiná-
mico, el gas perfecto obedece ciertas leyes generales simples, conocidas como “leyes 
de los gases”, que se pueden combinar en una sola que afirme que, para una cantidad 
dada de gas, el producto de su volumen, V, por la presión, P, es proporcional a la tem-
peratura absoluta T. 
Las medidas de las propiedades térmicas de los gases muestran que, para densidades 
bajas, la ecuación del estado térmico presenta la misma forma para todos los gases: 
 0   ( )P v R t t⋅ = +  (1.4) 
o bien, en términos de la densidad: 
( )0,   1 / v P R t tρ ρ= = +  
En la ecuación 1.4, 0t  es una temperatura característica, que resulta ser la misma para 
todos los gases, y 𝑅𝑅 es una constante característica para cada gas en particular. Más 
concretamente, la ecuación 1.4 define una “familia” de gases perfectos, una para cada 
valor de R. Se ha encontrado que el valor de 𝑡𝑡0 en la escala centígrada es de 273,16 ºC, 
de modo que 𝑡𝑡 + 𝑡𝑡0 define la temperatura absoluta 𝑅𝑅 a que se encuentra el gas. Por 
consiguiente, la ecuación 1.4 se expresa: 
 P RTρ=  (1.5) 
El gas perfecto termodinámico clásico es el definido por la teoría cinética de Maxwell 
y Boltzmann. Uno de los objetivos de la teoría cinética de gases es la interpretación de 
la ecuación del estado térmico para el gas perfecto. De acuerdo con la teoría cinética, 
un gas se puede concebir como compuesto por un gran número de moléculas, dado por 
el número de Avogadro, que se mueven aleatoriamente a velocidades que pueden ser 
muy lentas o sumamente rápidas, dependiendo de su energía, y que colisionan conti-
nuamente con sus vecinas o con las paredes del recipiente que las contiene. El proceso 
de colisión se supone elástico y se produce en un tiempo muy corto. 
En este proceso de colisión molecular, unas moléculas transmiten por choque energía 
a otras, que pueden alcanzar velocidades muy altas, mientras que la velocidad de las 
primeras tiende prácticamente a cero. Las demás moléculas alcanzan, lógicamente, una 
velocidad cuyo valor se sitúa entre ambos extremos. Maxwell y Boltzmann derivaron, 
aplicando los métodos de la mecánica estadística, funciones que representan la distri-
bución de velocidad al equilibrio de las moléculas. De esta teoría, se derivan resultados 
para las propiedades termodinámicas de un gas, como la temperatura, la presión, la 
energía cinética, etc., y también para las propiedades de transporte de un gas perfecto, 
como la viscosidad, la conductividad térmica, y la difusión de masa. 
Desde el punto de vista macroscópico de la termodinámica clásica, el estado termodi-
námico de un gas perfecto se describe mediante las propiedades siguientes: P, v, T, u, 
h y s. 
Cuando se acuerda con el punto de vista microscópico de la teoría cinética de gases, 
aporta una percepción clara de alguna de las importantes características del gas per-
fecto que no pueden obtenerse únicamente a partir de consideraciones termodinámicas. 
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Un gas perfecto es, por supuesto, un “gas ficticio, ideal”, pero su consideración con-
lleva conocer, por una descripción matemática más o menos sencilla, información im-
portante que describe, al menos en una primera aproximación, el comportamiento del 
“gas real” correspondiente. Así, por ejemplo, las ecuaciones derivadas para el compor-
tamiento del “gas perfecto” se modifican posteriormente para aplicarlas al “gas real”, 
incorporando coeficientes de corrección determinados experimentalmente. 
En definitiva, un gas perfecto es una substancia de composición homogénea y de na-
turaleza isotrópica, que presenta dos características fundamentales: 
1. Sus propiedades elásticas están completamente definidas, o especificadas, por 
dos módulos elásticos: 
a) el módulo de cortadura o de rigidez, que se refleja como viscosidad, y 





∂ = − = ∂ 
 (1.6) 
2. Su estado termodinámico está completamente definido por sus propiedades 
macroscópicas, también denominadas coordenadas termodinámicas, P, v, T, 
de las cuales solo dos son independientes. 
En condiciones normales de presión y de temperatura, la mayoría de los gases reales 
se comportan, dentro de una tolerancia razonable, como gases perfectos. Así es para el 
nitrógeno, el oxígeno, el hidrógeno, los gases nobles y algún otro de molécula más 
compleja, como el dióxido de carbono. De hecho, el comportamiento de un gas suele 
concordar más con el del gas perfecto cuanto más sencilla es su fórmula química y 
cuanto menor es su reactividad.  
El modelo de gas perfecto tiende a fallar a bajas temperaturas o a presiones elevadas, 
cuando las fuerzas intermoleculares son importantes. En la dinámica de gases, la con-
sideración de gas ideal o perfecto es muy importante, ya que trata casi exclusivamente 
con gases en unas condiciones en que pueden considerarse aproximadamente perfec-
tos. 
1.2.2 Otras formas de la ecuación de estado térmico 
La ecuación 1.5 puede expresarse de otras maneras, por ejemplo introduciendo la masa 
de gas 𝑚𝑚 que ocupa un volumen 𝑉𝑉. Entonces, dado que /  m Vρ = , la ecuación se 
escribe: 
 PV mRT=  (1.7) 
 
A su vez, esta ecuación puede expresarse en términos de una relación adimensional de 
masa 𝑛𝑛 = 𝑚𝑚 𝑀𝑀�⁄ , en que 𝑀𝑀� representa la masa molecular y 𝑛𝑛 el número de moles de 
gas contenidos en la masa m, con lo cual la ecuación 1.7 se convierte en: 
 PV nMRT PV mRT= → =  (1.8) 
En la ecuación 1.8, el producto MR  tiene un significado muy importante. Cotejando 
los resultados experimentales, se encontró que su valor, representado por el símbolo 
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R , era el mismo para todos los gases, independientemente de su naturaleza. Por ello, 
fue denominado constante universal de los gases, también conocida como constante 
molar de los gases. Esta relación experimental fue avanzada primero por Avogadro, 
que expresó su hipótesis del modo siguiente: volúmenes iguales de gases a la misma 
presión y temperatura contienen el mismo número de moléculas. 
Por consiguiente, una forma de expresar la ecuación 1.8 para una masa de 𝑛𝑛 moles de 
gas que ocupa un volumen V es: 
 PV nRT=   (1.9) 
Otra forma de expresar la ecuación 1.9 es: 
 ( )/Pv R M T=    (1.10) 
Las unidades de 𝑅𝑅 son J/kg.K, de valor diferente para cada gas, mientras que las de 
R  son J/kmol.K, de valor 8314,3, el mismo para todos los gases perfectos. 
(Ver [LR57] y [SC73]) 
1.3 Leyes de los gases perfectos para una masa finita de gas  
En un apartado anterior, se ha mencionado que empíricamente se observan una serie 
de relaciones de proporcionalidad entre la temperatura, la presión y el volumen, que 
han dado lugar a las denominadas leyes de los gases, entre las cuales destaca la Ley de 
los gases perfectos, que en su forma más general se expresa matemáticamente por la 
ecuación ( )/PV T Cte= , forma simple deducida por primera vez, como una combi-
nación de las leyes de Boyle y de Charles, por Émile Clapeyron en 1834. 
Las leyes que rigen procesos particulares en una masa finita de gases son: 
− Ley de Boyle-Mariotte, que enuncia que, en una masa de gas dada a temperatura 
constante, el producto de su volumen y la presión a que se encuentra es constante: 
𝑃𝑃𝑉𝑉 = 𝐶𝐶𝑡𝑡𝐶𝐶 
− Ley de Charles, que enuncia que, para una masa de gas dada, si la presión se man-
tiene constante, el volumen aumenta linealmente con la temperatura: 𝑉𝑉 =
𝑉𝑉0(1 + 𝛼𝛼𝑡𝑡) 








=  y, 





=  (1.11) 
− Ley de Gay-Lussac, que enuncia que, si se mantiene constante el volumen de una 
masa de gas, la presión aumenta linealmente con la temperatura, o sea: 
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=  (1.12) 
− Ley general del gas perfecto, que, como es sabido, se escribe PV nRT=   
− Ley de Avogadro, que enuncia que, volúmenes iguales de gas para todos los gases 
que se mantienen a la misma presión y temperatura contienen el mismo número 
de moléculas ( 23)6,02252 10 moléculas/mol.AN
−= ⋅  La constante molar de los ga-
ses R  y el número de Avogadro son constantes universales cuyo cociente es la 
constante de Boltzmann, que no es otra cosa que la constante de gas de una sola 
molécula. ( ) 23/ 1,38054·10 /Ak R N J K−≡ =  
− Para la mezcla de gases, la Ley de Dalton enuncia que, a una temperatura dada, la 
presión de una mezcla de gases es igual a la suma de las presiones parciales de cada 
gas componente, que son la presión que cada gas ejercería si ocupase, por sí solo, 




= ∑ , donde 𝑛𝑛 es el número de gases 
distintos que componen la mezcla. 
(Ver [LR57]) 
 
1.4 Coeficientes de expansión y de compresibilidad 
Habida cuenta de que, en un gas que se comporta como perfecto, el volumen específico 
es una función de la presión y de la temperatura a que se encuentra, se pueden definir 
dos coeficientes: el coeficiente de expansión y el coeficiente de compresibilidad. En 




v vdv dT dP
T P
∂ ∂   = +   ∂ ∂   
 (1.13) 
La variación relativa elemental del volumen específico viene dada por dv
v
; así pues, 
la ecuación 1.13 se escribe: 
 1 1
P T
dv v vdT dP
v v T v P
∂ ∂   = +   ∂ ∂   
 (1.14) 
Por consiguiente, resulta: 
 
− Coeficiente de expansión térmica: 








+  ∂ = → =   ∂  
 (1.15) 












Este coeficiente de compresibilidad no hay que confundirlo con el que se aplica a la 
ecuación de estado de los gases perfectos para describir el comportamiento de un gas 
real, denotado por Z. Cuando se trata de problemas de dinámica de gases reales, hay 
que tener en cuenta que las relaciones termodinámicas quedan afectadas por el valor 
de Z. Así, por ejemplo, en un proceso isoentrópico de un gas perfecto, se cumple la 




∂ ∂   = − = −   ∂ ∂   
 
 
1.5 Ecuación calórica de estado 
La energía interna de cualquier gas puede expresarse por el funcional conocido como 
ecuación calórica de estado: 
     ( , )u u T v=  (1.17) 
Diferenciando la ecuación 1.17, obtenemos:  
v T
u udu dT dv
T v
∂ ∂   = +   ∂ ∂   
 




  = 
 
 
por tanto, resulta ( ) u u T= . Es decir, la energía interna de un gas térmicamente per-
fecto depende solo de su temperatura, conclusión acorde con el resultado de la teoría 
cinética de los gases.2  
Por definición de calor específico, en este caso podemos escribir  vdu c dT= , e inte-







u u c T dT= + ∫  (1.18) 
En la ecuación 1.18, 𝑢𝑢0 es la energía interna a una temperatura arbitraria de referencia 
𝑅𝑅0. Elegidos 𝑅𝑅0 y 𝑢𝑢0 de valor cero, obtenemos: 
    vu c T= ⋅  (1.19) 
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Un gas que tiene un valor de 𝑐𝑐𝑣𝑣 constante se denomina gas calóricamente perfecto, y 
la ecuación 1.19 es una forma de la ecuación calórica de estado para tal gas. En ade-
lante, diremos que un gas es perfecto solo si es, a la vez, térmica y calóricamente per-
fecto. En caso contrario, se denomina gas imperfecto. Otra forma de ecuación calórica 







h c dT h= +∫  (1.20) 
en que h es la entalpía del gas por unidad de masa a la temperatura T, y cp es el calor 
específico a presión constante. 
1.6 Relación entre calores específicos 
Aunque en otros capítulos se trata de la magnitud termodinámica calor específico, con-
viene ahora avanzar una interpretación de ella en el contexto de la teoría cinética de 
los gases.2 En dicha teoría, el calor Qδ  requerido para elevar la temperatura de un 
gas una cantidad dT  es almacenado en él como energía cinética de sus moléculas. 
Para un gas monoatómico, la teoría deduce, para la energía cinética en términos mole-
culares, la ecuación ( ) ,
3 
2c tr
E RT=  . Diferenciando, se obtiene ( ), 3 2c trd E RdT=
  . 
Ahora bien, ( )
,c tr
d E M Qδ=  ; por tanto, si denotamos vc  la capacidad molar de ca-
lor del gas a volumen constante, que representa el incremento de energía cinética in-
terna por mol de gas y cambio por unidad de temperatura, resulta  ( )  3 / 2vc dT RdT=
; luego: 
  ( )3 / 2vc R=   (1.21) 
La ecuación 1.21 indica que, para un gas perfecto, el calor específico es independiente 
de la presión y de la temperatura del gas. Dicha ecuación da valores para el calor es-
pecífico de los gases monoatómicos que difieren poco de los obtenidos experimental-
mente. 
El valor del factor numérico de la ecuación 1.21 es distinto según sea el tamaño mole-
cular del gas y, por consiguiente, sus grados de libertad, pues el teorema de equiparti-
ción de Maxwell enuncia que la energía cinética de una molécula se reparte igual entre 
todos sus grados de libertad. Los resultados que aporta la teoría son: 
Molécula diatómica rígida 
5
2v
c R=   ; molécula poliatómica rígida, 6
2
 vc R=   
Un segundo calor específico de los gases térmicamente perfectos es el que resulta del 
proceso energético a presión constante. En efecto, de conformidad con la primera ley 
de la termodinámica, en un proceso reversible se cumple la ecuación siguiente:  
 
 vQ c dT Pdvδ = +  (1.22) 
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Diferenciando la ecuación 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑅𝑅𝑅𝑅, obtenemos: 
 Pdv vdP RdT+ =  (1.23) 
Combinando las ecuaciones 1.22 y 1.23, resulta: v
Q dPc R v
dT dT
δ
= + −  
Al ser un proceso isobárico, P Cte= ; luego: 
  y 0  v
P
















 representa un nuevo calor específico a presión constante, 
que denotamos 𝑐𝑐𝑃𝑃, de modo que la ecuación 1.24 resulta: 
 P vc c R− =  (1.25) 
Sea 𝛾𝛾 = 𝑐𝑐𝑃𝑃 𝑐𝑐𝑣𝑣⁄  la relación de calores específicos para un gas perfecto. Entonces, a 
partir de la ecuación 1.25, se obtiene: 
 ( ) ( )/ 1 ;  / 1v Pc R c Rγ γ γ= − = −  (1.26) 
Los valores de 𝛾𝛾 para varias clases de gases perfectos son, conforme a la teoría ciné-
tica, los siguientes: 
− Gases monoatómicos: 5 / 3γ = , exacto 
− Gases diatómicos: 7 / 5 1,40γ = = , aproximado 
− Gases poliatómicos: 8 / 6 1,33γ = ≅ , aproximado 
Para gases imperfectos (reales), los calores específicos cp y cv varían significativa-
mente con la temperatura del gas y, en mucha menor medida, con la presión. Sus va-
lores se encuentran en las tablas [KK45]. 
1.7 Los efectos del gas real  
Entendemos por propiedades termodinámicas aquellas que dependen únicamente del 
estado del gas en un punto particular; por ejemplo: energía interna, entalpía y calor 
específico. Por propiedades de transporte, entendemos aquellas que describen el des-
plazamiento de masa, cantidad de movimiento y energía a través del gas como conse-
cuencia del movimiento a escala molecular, atómica, iónica, etc. (por ejemplo, la 
viscosidad y la conductividad térmica). 
Recordemos que la temperatura de un gas es, de acuerdo con la teoría cinética, una 
medida de la energía cinética de traslación media del movimiento aleatorio de las mo-
léculas. Cuando se añade calor a un gas sin que este realice trabajo, la energía del gas 
aumenta. A bajas temperaturas, la mayor parte de este incremento de energía aparece 
como un aumento de la energía cinética de traslación, o sea, de temperatura. Sin em-
bargo, a medida que la temperatura se eleva, una adición ulterior de calor aumenta la 
energía de las moléculas por otras vías: un aumento de la energía cinética de rotación, 
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de la energía cinética de vibración y de la energía del electrón (en este caso, en canti-
dades discretas, denominadas quanta). Si la temperatura es suficientemente alta, algu-
nas de las moléculas se escinden en átomos separados absorbiendo una cantidad de 
energía denominada energía de enlace. A temperaturas todavía más elevadas, los elec-
trones se separan de los átomos y provocan una mezcla de iones y de electrones libres. 
El gas totalmente ionizado recibe el nombre de plasma. 
Cuando la temperatura a que se encuentra un gas cambia bruscamente, el gas necesita un 
tiempo para alcanzar su nuevo estado de equilibrio. Este tiempo es, en general, muy corto 
y recibe el nombre de tiempo de relajación. Si el tiempo de relajación es largo en com-
paración con el que se requiere para el cambio de temperatura, cabe suponer en algunos 
casos que el gas retiene su distribución original de energía, incluso después de haber 
cambiado de temperatura. En tal caso, se dice que el gas está “congelado”. 
La proporción de cada forma de energía en un gas viene determinada por las funciones 
de partición. 
La función de partición de un gas puro se puede expresar como el producto de las 
funciones de partición de cada modo de energía. 
  pt t rt v eF F F F F=  (1.27) 
En la ecuación anterior, 𝐹𝐹𝑝𝑝𝑝𝑝 es la función de partición total. Las otras funciones de 
partición están definidas para un gas diatómico por las expresiones siguientes: 















Función de partición rotacional: 












 + = + − 
  
∑  (1.29) 
Función de partición vibracional: 
 ( ) 1/ /
0





= = −∑  (1.30) 










= ∑  (1.31) 
En las ecuaciones anteriores, 𝑀𝑀� es la masa molecular, 𝑘𝑘 es la constante de Boltz-
mann, ℎ es la constante de Planck, I es el momento de inercia molecular, ν  es la 
frecuencia vibracional, 𝑔𝑔𝑛𝑛 es el número de estados que tienen el mismo nivel de ener-
gía y nε  es la energía del enésimo estado electrónico. 
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La energía y la entalpía del gas están relacionadas con la función de partición por las 
fórmulas: 









 0 P P
P
H E lnF dlnFT T
T dTRT




 E y  H  son la energía y la entalpia por mol. 0 E es una constante arbitraria que repre-
senta la energía del gas en el cero absoluto, y cF  y PF  son: 
             c pt P Pt
PF F F PF
RT
= =  (1.34) 
Los calores específicos por mol vienen dados por: 





   ∂ ∂
= =   ∂ ∂   
 
   (1.35) 










Las funciones de partición para el nitrógeno y el oxígeno son bien conocidas. Las fór-
mulas correspondientes son: 
 
Para el 𝑁𝑁2: 
 7 33900,42 1
2pt
lnF lnT ln exp lnP
T
  = + − − − −    
 (1.37) 





ptlnF lnT ln exp lnPT
ln exp exp
T T
  = + − − − − +    
    + + − + −        
 (1.38) 
 
𝑅𝑅 se expresa en grados Kelvin y 𝑃𝑃 en atmósferas. 
 
A título de ejemplo, algunos valores umbral de temperatura son los siguientes: 
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T > 1.500 K →  excitación de los niveles vibratorios de la energía interna (por ejem-
plo, O2, N2) 
T ≈  3.000 K → disociación, función de T, P. Por ejemplo, a P = 105Pa, N2+O2
2NO⇔ ;  
N2 + O ⇔ NO; N + O2 ⇔ NO + O 
T ≅ 5.000 – 6.000 K →  disociación completa del O2 
T > 5.000 – 6.000 K →  ionización térmica (a 17.000 K, todo el nitrógeno es ioni-
zado) 
El resultado más significativo en dinámica de gases es que aumenta el valor de los 
calores específicos. Tomando como ejemplo el aire, el calor específico cambia en fun-
ción solo de la temperatura antes de que empiece la disociación. A presión constante, 










siempre que se cumpla T ≤ 2.500 K.  
Las figuras 1.1 y 1.2 ilustran las variaciones del valor de 𝑐𝑐𝑃𝑃 con el aumento de la 
temperatura, a diferentes valores de presión. Los valores de referencia son: Tr = 288, 






lor de cp en fun-
ción de P y T. 
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(Ver [Sch82]) 
1.8 Límites de utilización de la teoría de los gases calóricamente 
perfectos 
La simplicidad de los cálculos bajo la hipótesis de un gas calóricamente perfecto incita 
a aplicarlos siempre en una primera aproximación. Sin embargo, los efectos que resul-
tan del calentamiento de un gas se manifiestan, en definitiva, como ya se ha expuesto, 
por una variación de los valores de los calores específicos, o sea, de γ . Esto puede ser 
altamente significativo en la dinámica de gases de toberas que descargan gases de com-
bustión. 
La Fig .1.3 muestra la variación de γ  para los gases de combustión de keroseno en el 
aire,4 tomando como parámetro la riqueza de la mezcla    




Se observa que, para T < 600 K, se puede admitir el valor γ =1,4.  
En el intervalo 600 < T < 1.600, el gas de combustión se comporta todavía como tér-
micamente perfecto, pero γ  varía mucho con T, habida cuenta de la influencia de los 
fenómenos de vibración molecular. Para 1.600 < T, γ  varía con T y con P en función 
de las disociaciones. En este intervalo de temperatura, el aire deja de comportarse 
como gas perfecto, por lo cual es necesario recurrir al diagrama de Mollier. Es lo que 
ocurre, por ejemplo, con los estatorreactores hipersónicos. Obsérvese, sin embargo, 
que, en el cálculo de los flujos másicos, la variación de temperatura entre la cámara de 
combustión y la garganta de la tobera es siempre muy moderada: 
Fig. 1.2.  
Variación del valor 
de cp en función de 
P y T3. 















de manera que, hasta 𝑅𝑅 = 2.000 𝐾𝐾, se pueden utilizar las fórmulas con .cteγ = con 
la condición de tomar el valor medio de γ en la expansión de 𝑃𝑃0𝑅𝑅0  a ,P T• • . Por el 
contrario, en los cálculos de empuje, se pueden cometer errores no despreciables si se 




1.9  Gases reales 
El gas térmica y calóricamente perfecto es una idealización. Los gases reales tienen un 
comportamiento que se desvía en mayor o menor grado del de los gases ideales. Los 
denominados “efectos de gas real” se manifiestan prioritariamente en condiciones de 
altas temperaturas y bajas presiones. 
Fig .1.3.  
Variación del valor 
de γ para los ga-
ses de combustión 
de keroseno en el 
aire en función de 
la riqueza de la 
mezcla R y de la 
temperatura T4  
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Todo gas real puede ser licuado. La temperatura más alta a que es posible este cambio 
de fase recibe el nombre de temperatura crítica 𝑅𝑅𝑐𝑐; la presión y la densidad corres-
pondientes se denominan presión crítica  cP  y densidad crítica cρ . Estas variables crí-
ticas son características de cada gas, pues dependen de las fuerzas intermoleculares. 
El significado de temperatura crítica puede entenderse fácilmente en términos de fuer-
zas intermoleculares. Si la energía térmica de la molécula KT  es mayor que la energía 
potencial ε∆ con respecto a sus vecinas, puede escapar de estas. 
Un simple modelo de órdenes de magnitud explica que un gas puede licuarse a tempe-
raturas superiores a la definida por el cociente entre la energía potencial de separación 
molecular y la constante de Boltzmann, o sea, ( )/T Kε> ∆ . Por consiguiente, en el 
límite ( )/T Kε= ∆ , la temperatura es crítica. La ecuación de estado de un gas real 
debe implicar al menos dos parámetros además de R ; por ejemplo,   y c cT P . 
Este es el caso de la famosa ecuación de estado de Van der Waals, que se puede utilizar 
para estimar el valor aproximado al de un gas perfecto de gases reales a densidades 








= − − 
 (1.40) 









El efecto de las fuerzas de Van der Waals se puede expresar, en una primera aproxi-
mación, en términos del denominado segundo coeficiente del virial, de manera que 
PV RT=  puede escribirse así: 
 ( )1Pv Pb T
RT RT
= +  (1.41) 
El término de corrección 𝑏𝑏(𝑅𝑅)𝑃𝑃 𝑅𝑅𝑅𝑅⁄  difiere de gas a gas; sin embargo, para el limi-
tado número de gases que tienen interés en dinámica de gases es posible introducir 
variables adimensionales, que transforman la ecuación 1.41 en una forma universal: 
 ( )1 c c c
c c c
b TP v TPv P
RT RT P T v
= +  (1.42) 
En la ecuación 1.42, 𝑃𝑃𝑐𝑐𝑃𝑃𝑐𝑐 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑐𝑐⁄  es una constante 𝑘𝑘 cuyo valor es aproximadamente el 
mismo para todos los gases que interesan (𝑘𝑘 = 0,295). A su vez, 𝑏𝑏(𝑅𝑅) 𝑃𝑃𝑐𝑐⁄  es apro-
ximadamente una función universal de 𝑅𝑅𝑐𝑐 𝑅𝑅⁄  para dichos gases. Por tanto, la ecuación 





 = +  
 
 (1.43) 
donde ф(𝑅𝑅𝑐𝑐 𝑅𝑅⁄ ) es la misma función para todos los gases que tienen interés en diná-
mica de gases. Algunos de sus valores se muestran en la Tabla 1.1. 
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 /cT T   0,1   0,2   0,4   0,6  0,8 
ф ( )/cT T   0,009   0,015  -0,005  -0,067  -0,18 
 
Otra ecuación de estado para los gases reales, aunque poco utilizada, es la de Dieterici, 






 = − −  
 (1.44) 
Tanto la ecuación de Van der Waals como la de Dieterici pueden expresarse en térmi-
nos de los valores críticos de las variables de estado. Adoptando las cifras adimensio-
nales / ,  /   y  /c c cT T P P ф v vθ π= = = , resulta: 
− Ecuación de Van der Waals: 
 ( ) ( )2
3 3 1 8     ,fπ φ θ π θ φ
φ
 
+ − = → = 
 
 (1.45) 
− Ecuación de Dieterici: 
 ( ) 12 1 2 1expπ φ θ
θφ
  
− = −  
  
 (1.46) 
En la tabla 1.2, se muestran los valores críticos y las temperaturas características de 
varios gases.La ecuación de estado más general para los gases reales se escribe for-
malmente en términos del “factor de compresibilidad” Z. Su expresión es: 
 




Para los gases perfectos, Z = 1. 
Las desviaciones del valor de Z con respecto a la unidad se deben principalmente a dos 
causas: 
a) A bajas temperaturas y altas presiones, las fuerzas intramoleculares re-
sultan importantes. Son las denominadas fuerzas de Van der Waals, que 
dan una explicación a la posibilidad de licuar un gas. 
b) A altas temperaturas y bajas presiones, ocurren procesos de disociación 
y de ionización.  
 Pc  (bar) Tc (K) R (J/kg·K) Pcvc / RTc θv (K) θD (K) 
 O2 50,9 154,3 259,778 0,292 2.230 59.000 
 N2 33,96 126,0 296,749 0,292 3.340 113.300 
 NO 65,86 179,1 277,136 0,255 2.690 75.500 
 H2 12,93 33,2 4.121,735 0,306 6.100 52.400 
 He 2,29 5,2 2.079,010 0,306 - - 
 Ar 50,00 151,1 208,195 0,291 - - 
CO2 73,82 304,2 188,778 0,280 954 min. 40.000 aprox. 
Tabla 1.1. 
 Valores de interés 
en dinámica de ga-
ses 
 
Tabla 1.2.  
Valores críticos y tem-
peraturas característi-
cas de varios gases 
[LR57] 
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Con respecto al factor de compresibilidad Z, cabe avanzar que se representa habitual-
mente como una función de la presión reducida P/Pc para diferentes valores de la tem-
peratura reducida T/Tc. Para valores de la temperatura reducida Tr>2, o bien Pr<0,05 
aproximadamente, la curva Z vs (P/Pc) es prácticamente horizontal, con un valor de 1 
Probablemente, el procedimiento general que se basa más firmemente en términos de 
termodinámica estadística es el que se denomina habitualmente método extendido de 
estados correspondientes. Como se expone en el apartado siguiente, se trata de un mé-
todo relativo que utiliza como referencia una sustancia de propiedades conocidas con 
precisión con la cual establece una comparación (por ejemplo, para los gases naturales, 
la sustancia de referencia es el metano). 
(Ver [Ta91] y [LR57]) 
1.10 Estados correspondientes 
Como ya se ha dicho en apartados anteriores, las ecuaciones que describen el compor-
tamiento 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑅𝑅 de los gases reales conviene que sean, a efectos prácticos, las del com-
portamiento del gas ideal, afectadas por un simple factor de corrección que tenga en 
cuenta la desviación basada en un criterio válido para cualquier gas. Tal criterio se 
deriva del teorema de los estados correspondientes, expresado en términos de los pa-
rámetros de estado reducidos al estado crítico ( ) 0r r rf P v T = , que es válido para cual-
quier gas. 
Según el teorema de los estados correspondientes, los factores de compresibilidad Z 
de dos gases son iguales si los parámetros de estado reducidos de ambos 
 / ,   /r c r cP P P T T T= = , son iguales. En el caso de las mezclas de gases, los parámetros 
de estado reducidos se han de sustituir por los parámetros pseudorreducidos  y  pr prP T
, definidos en términos de la presión y de la temperatura pseudocríticas  y  pc pcP T , am-
bas dependientes de la composición del gas, definidas como: 
 /   y  /pr pc pr pcP P P T T T= =  (1.48) 
Si la composición del gas es conocida, se pueden determinar los valores de 𝑃𝑃𝑝𝑝𝑐𝑐𝑦𝑦 𝑅𝑅𝑝𝑝𝑐𝑐 
aplicando el principio de la aditividad. La aditividad significa que la masa molar, la 
presión y la temperatura pseudocríticas de una mezcla pueden expresarse como el re-
sultado de la suma de los parámetros respectivos de los componentes, combinados con 
sus fracciones molares o en volumen. 
Definidas la temperatura crítica, la presión crítica y el volumen molar crítico (o bien 
la densidad crítica), la ecuación de estado se puede expresar en términos de los pará-
metros reducidos: 
   ,    ,     ,  r r r r
c c c c




= = = =  (1.49) 
Entonces, el factor de la compresibilidad reducido 𝑍𝑍𝑟𝑟 es: 







=  (1.50) 
En los gases más comunes, su valor se sitúa en el intervalo 0,25 ≤ Z≤ 0,30.  
La figura 1.4 muestra el valor de 𝑍𝑍 en función de la presión y de la temperatura redu-
cidas. 
En el caso particular de los gases naturales,6 se ha desarrollado una única correlación 
para la predicción del factor de compresibilidad, que cubre el campo global que in-
teresa de dichos gases. La ecuación de estado elegida para ese estudio fue una ecuación 
virial. La forma de la serie virial utilizada es la siguiente: 
 2
, 1 , 1
1 11
n n
ij i j ijk i j k
i j i j
PvZ B X X C X X X
RT v v= =
= = + +∑ ∑  (1.51) 
donde n es el número de componentes en el gas natural, y XiXj y Xk representan las 




La ecuación virial 1.51 es el resultado de un procedimiento de aproximación razonable 
que conduce a una ecuación precisa del gas real para la predicción de los factores de 
compresibilidad de los gases naturales. Ahora bien, la predicción de ciertas propieda-
des mediante dicha ecuación, particularmente en condiciones extremas de presión y de 
temperatura, no sería suficientemente precisa para su aplicación práctica. De hecho, 
no existe una ecuación universal de estado que sea aplicable generalmente a todos los 
problemas. Cada ecuación de estado (Benedict-Webb-Rubin, Redlich-Kwong-Soave, 
British Gas y Peng-Robinson son las más utilizadas, en general) tiene sus propias ven-
tajas y limitaciones particulares. 
Fig. 1.4. 
 Valores de Z  
en función de rP  
y rT  
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Resumiendo: 
1.  A bajas temperaturas y altas presiones, un gas resulta térmica y calóricamente im-
perfecto debido a las fuerzas intramoleculares. Entonces, ( )1  y  ,Z h h P T≠ =  
2.  A altas temperaturas y bajas presiones, ( ) 1  y  Z h h T= = , pero ( )p pc c T= , dado 
que la contribución al valor de 𝑐𝑐𝑝𝑝 a partir de los modos de vibración depende de 
la temperatura. 
3.  A temperaturas todavía más altas, ( )1  y  ,Z h h P T≠ = , a causa de la disociación 
y de la ionización. En este caso, una buena aproximación es considerar que cada 
especie presente en un gas satisface la ecuación de estado de gas perfecto, de suerte 
que el error en la ecuación para el gas como un todo se debe principalmente al 
cambio en el número de partículas presentes por disociación e ionización. Enton-
ces, el factor de compresibilidad es  1Z ε= + , donde ε es el incremento fraccional 
en el número de partículas debido a aquellas causas. La figura 1.4 muestra los va-
lores del factor de compresibilidad del aire en función de la temperatura para varias 
presiones. 
4. Un gas es, a la vez, térmica y calóricamente perfecto si c vT T T   (temperatura 
característica para la energía de vibración) y cP P . 
(Ver ref. 5 y 6) 
1.11 Mezcla de gases  
En general, los gases con que se opera en tecnología están constituidos por varias es-
pecies simples, que son sus componentes. Se trata realmente de una mezcla de gases 
cuyas propiedades dependen de las de los gases individuales componentes y de su pro-
porción en la mezcla. Si la composición de un gas es conocida, se pueden determinar 
los valores de P, Ppr, Tpr, etc., aplicando las leyes de Dalton y de Amagat, o bien apli-
cando el principio de aditividad. 
Consideremos una mezcla de varios gases perfectos que no interaccionan química-
mente, por ejemplo, el aire atmosférico. Supongamos que los gases constituyentes, que 
denominaremos especies, están en equilibrio térmico, es decir, cada una de las especies 
y todas ellas se encuentran en la mezcla a la temperatura T. Satisfechos todos los re-
quisitos, la presión estática y el volumen total de la mezcla se determinan aplicando 
las leyes de Dalton y de Amagat. 
La ley de Dalton estipula que la presión de una mezcla de gases, denotada por P, es 
igual a la suma de las presiones parciales 𝑃𝑃𝑖𝑖de cada una de las especies. La presión 
parcial Pi se define como la presión que cada especie ejercería si ocupase el volumen 
total de la mezcla por sí misma a la temperatura de la mezcla T. Para una mezcla de n 








= ∑  (1.52) 
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La ley de Amagat indica que el volumen V de una mezcla de n gases componentes es 
la suma de los volúmenes Vi que cada una de las especies ocuparía por sí misma a la 








= ∑  (1.53) 
Mediante estas leyes, y a partir del conocimiento de la fracción de masa Ci, de la masa 
molar 𝑀𝑀𝚤𝚤� y de la constante de gas Ri de cada uno de los n componentes de la mezcla, 
se obtiene el valor de las siguientes magnitudes de la mezcla: 
      
( 1) ( 1)
( 1) ( 1)
,  /n ni i ii i
n n
i i ii i
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= ∑  (1.55) 
es la presión crítica de la mezcla. 
Temperatura pseudorreducida: 








= ∑  es la temperatura crítica de la mezcla. 
Las funciones del estado termodinámico de la mezcla de gases se expresan, en térmi-
nos de masa, de la forma siguiente: 
− Energía interna por unidad de masa: 
 
0
0( 1) ( 1)
;  c ;  n ni i v i vi i vi ii Ti
T
u C u C c u c dT u
= =
== = +∫∑ ∑  (1.57) 
− Entalpía por unidad de masa: 
 
0
0( 1) ( 1) ( )
;   ;   
Tn n
i i p i pi i p ii i T
h C h c C h c idT hc
= =
= = = +∑ ∑ ∫  (1.58) 
− Entropía por unidad de masa: 
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Se supone que cada especie de una mezcla de gases se comporta como un gas perfecto. 
En la tabla 1.3, se dan los valores de temperatura, presión y densidad críticas de diver-
sos gases y, en la tabla 1.4 se dan los valores de los parámetros físicos de algunos gases 
hidrocarburos en condiciones normales. 
 







































Parámetro CH4 C2H6 C3H8 
Masa molar, ( )kg / kmolM  
Temperatura crítica, Tc (K) 
Presión crítica, Pc (bar) 
Densidad crítica ( )3kg / m  
Volumen molar crítico, cV  




























Cuando un gas es una mezcla de diferentes especies (moléculas, átomos, iones y elec-
trones), su energía viene dada por la suma de las energías de cada especie presente, o 
sea:   , i iE x E= ∑ expresión en que E  es la energía por mol del gas, ix  es la fracción 
molar de cada especie presente y iE  es su energía por mol. Para cada estado, las frac-
ciones molares se pueden determinar a partir de las constantes de equilibrio y la energía 
de cada una de las especies, a partir de las funciones de partición. La figura 1.5 muestra 
la energía interna del aire como una función de la temperatura a varias presiones, ex-
presada en términos del parámetro adimensional /ZE RT  . 
 
Tabla 1.4. Pará-
metros físicos de 
algunos gases hi-
drocarburos 
(T = 288,6 K; 
P = 1 bar) 
 
Tabla 1.3.  
Valores de tempe-
ratura, presión y 
densidad críticas 
para diversos  
gases 
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Fig. 1.5. Izd.  
Energía interna del 
aire en función de 
T,P  
 
Fig. 1.6. drcha. 
Entropía del aire 1 
 
La entropía de un gas que contiene n especies viene dada por: 
 
( 1) ( 1)
0
ln lnn ni ii ii ii x
S SS Px x
PR R R= =




donde 𝑃𝑃0 es un valor de referencia arbitrario, tomado habitualmente como 1 atmós-
fera, y ?̃?𝑆𝑖𝑖 representa la entropía por mol de cada una de las especies en el gas, que 
puede determinarse a partir de la ecuación: 










La figura 1.8 muestra la entropía del aire como una función de la temperatura para 
varias presiones, expresada en términos del parámetro adimensional /ZS R  . Para su 
cálculo, hay que tener presente que la composición de un gas a temperaturas elevadas 
cambia debido a cambios en la cantidad disociada e ionizada, lo cual provoca un cam-
bio en la masa molecular media del gas. Como resultado de ello, la masa de un mol de 
gas a alta temperatura no es la misma que a baja temperatura. Si oM  es la masa mo-
lecular media de un gas no disociado y M  es la masa molecular media a una tempe-
ratura más alta, entonces  /oZ M M= . 
La figura 1.7 muestra los valores de Z en función de la temperatura para varios valores 









= ∑   (1.62) 
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En la ecuación anterior, 𝑐𝑐𝑣𝑣�  es el calor específico del gas por mol a una temperatura y 
a una presión dadas, 𝐸𝐸𝚤𝚤� la es energía por mol de cada una de las especies presentes y 
𝑥𝑥𝚤𝚤�  es su fracción molar. El segundo término de la ecuación tiene en cuenta el cambio de composición del gas debido a los cambios de temperatura. A veces, como cuando 
se trata de un flujo congelado, es más conveniente operar con el vC′  parcial, o calor 








= ∑  (1.64) 
La Fig. 1.8 muestra el calor específico a volumen constante del aire en equilibrio, en 
función de la temperatura a varias presiones. Análogamente, en equilibrio, el calor es-
pecífico del aire a presión constante por mol de gas no disociado viene dado por: 
  ( ) ( ) [ ]
1 1
n n
p i vi i i
i i p
ZC Z x C R E RT x Z
T= =
∂ = + + +  ∂ 
∑ ∑      (1.65) 
A partir de las ecuaciones 1.63 y 1.65, se obtiene la relación de calores específicos γ . 
La figura 1.9 muestra una gráfica de γ  en función de la temperatura a varias presiones. 
En la figura 1.10, se dan los valores de los parámetros pseudocríticos Pc y Tc de los 
gases naturales, en función de la masa molar. 
Fig. 1.7. 
Valores de Z en 
función de la tem-
peratura para va-
rios valores de 
presión1. [Sch82] 
 






Fig. 1.8.  
Calor específico a 
volumen cons-
tante del aire en 
equilibrio, en fun-
ción de la tempe-
ratura a varias 
presiones 
[Sch82] 
Fig 1.9.  
Relación entre los 
calores específi-
cos del aire en 








 Fig. 1.10. Pará-
metros pseudocrí-
ticos del gas 
natural: Ppc,Tpc vs. 
𝑴𝑴�  [Kat59] 
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La figura 1.10 ilustra los valores de los parámetros reducidos del gas natural pcp  y 
pcT  en función de la masa molar y la figura 1.11 muestra la influencia de rT  y rP en 
los valores de los calores específicos de los gases reales. La figura 1.13 muestra la 





Fig. 1.11.  
Corrección del va-
lor de cp en fun-




Variación de (cp – cv) 
de los gases reales 
en función de Tr y Pr 
[Kat59] 
 
Dinámica de gases 
 
38 
1.12 Tablas de gas  
Para calcular las relaciones entre 𝑃𝑃, 𝑃𝑃 y 𝑅𝑅, la ecuación 𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑅𝑅𝑅𝑅 da resultados consi-
derados exactos para todos los gases cuando la presión es baja, y muy aproximados 
cuando la presión es una fracción grande de la presión crítica, siempre que la temperatura 
sea mucho mayor que la crítica. Para la resolución de muchos problemas de ingeniería 
que implican gases reales, dicha ecuación también es válida a efectos prácticos. 
Ahora bien, cuando no se cumplen las condiciones especificadas, los resultados que se 
obtienen utilizando esta ecuación difieren considerablemente de los valores reales. Las 
desviaciones son inadmisibles, a los efectos de aplicar las propiedades termodinámicas 
de dichos gases en ingeniería, particularmente de sus calores específicos 𝑐𝑐𝑃𝑃,𝑐𝑐𝑣𝑣, que 
varían significativamente con la temperatura. En tales casos, se requiere una ecuación 
de estado distinta, como la de Van der Waals o, incluso, una ecuación polinómica. Por 
ejemplo, para correlacionar los datos empíricos de 𝑐𝑐𝑃𝑃 para diferentes gases en función 
de la temperatura T a que se encuentra el gas, se han propuesto varias ecuaciones po-
linómicas y exponenciales. Los valores de 𝑢𝑢 y de ℎ de un gas real pueden tabularse 
como funciones de la temperatura si, para su cálculo, se emplean los valores instantá-
neos de vc  y de pc . 
Para establecer la correlación de los valores empíricos de pc de diferentes gases en 
función de su temperatura 𝑅𝑅, se han propuesto varias fórmulas; las más habituales son 
polinomios y ecuaciones exponenciales. Aquí se adoptan polinomios de la forma: 
 
 ( )2 3 4pc a bT cT dT eT R= + + + +  (1.66) 
  
Tabla 1.5.  
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En la ecuación 1.66, las unidades de 𝑐𝑐𝑃𝑃 son las mismas que las de 𝑅𝑅. En la Tabla 1.5, 
se presentan los valores de los coeficientes de la ecuación 1.66 para el calor específico 
a presión constante de varios gases. 
Para realizar el análisis termodinámico de procesos de dinámica de gases a temperatura 
elevada, las ecuaciones para el cálculo del valor del calor específico, como por ejemplo 
la ecuación 1.66, son, en general, demasiado engorrosas. Por ello, en la práctica, es 
habitual utilizar los valores que se encuentran en tablas ad hoc7,8, que incluyen también 
otras propiedades termodinámicas pertinentes, como ,  ,   , ,  r ru h P T γ⋅ etc. Véase, por 
ejemplo, la tabla 1.6, que es una pequeña parte de la tabla general. 
 
Los fundamentos de la elaboración de estas tablas se encuentran en las ecuaciones para 
un gas térmicamente perfecto:  vdu c dT= y Pdh c dT= . A partir de estas ecuaciones, 
se pueden tabular, en función de la temperatura, los valores u  y h  si se emplean los 
valores instantáneos de vc  y pc . En efecto: 







h h c T dT− = ∫  (1.68) 







h h R a bT cT dT eT RdT− = + + + +∫  (1.69) 
donde ℎ0𝑅𝑅 es el valor de ℎ0 en 𝑅𝑅 = 𝑅𝑅0que incluye la energía de formación. Sus va-
lores se presentan en tablas. Se trata de la entalpía absoluta, que es igual a la suma del 
cambio de entalpía sensible por encima de alguna temperatura de referencia, más la 
energía química requerida para formar las especies químicas a partir de los elementos 
que se encuentran naturalmente a dicha temperatura. 
La temperatura de referencia es, generalmente, 298,15 K, y los elementos que se en-
cuentran naturalmente son los gases 𝐻𝐻2,𝑂𝑂2,𝑁𝑁2, entre otros. Por definición, la energía 
de formación de las especies que se encuentran naturalmente es 0. 
Resolviendo la integral de la ecuación 1.69, se obtiene: 
2 3 4 5
0 2 3 4 5
bT cT dT eTh h aT R
 
= + + + + + 
 
 (1.70) 
Con esta ecuación y con la ecuación 1.67, se obtienen los valores de la energía interna 
u.  
Sabiendo que la entropía de un gas depende de su temperatura y de su presión, la com-
pilación de una tabla de valores de entropía requiere calcularlos a diferentes tempera-
turas para varios valores de presión constante. A tal fin, se ha de integrar la ecuación 
de cambio de entropía de un gas perfecto, válida también para gases reales, con la 
condición de que 𝑐𝑐𝑃𝑃 se exprese por una función de la temperatura, que en forma dife-
rencial se expresa: 




dT dPds c R
T P
= −  (1.71) 








dT Ps s c ln
T P
− = −∫  (1.72) 






T∫   
define el parámetro  𝜙𝜙, que es solo función de la temperatura. Sustituyendo 𝑐𝑐𝑃𝑃  por 
la ecuación 1.66, que lo define, e integrando, se obtiene: 
 
2 3 4
0 2 3 4
T T TalnT bT c d e Rφ φ
 
= + + + + + 
 
  (1.73) 
donde 𝜙𝜙0𝑅𝑅 es el valor de 𝜙𝜙 en 𝑅𝑅 = 𝑅𝑅𝑜𝑜. 
Los valores de 𝜙𝜙0 y los de ℎ0 para varios gases a presión constante se presentan en 
la Tabla 1.5. Tabulados los valores de 𝜙𝜙, un cambio de entropía se calcula mediante 
la ecuación: 







− = − −  
 
  (1.74) 
Las presiones relativas  y los volúmenes relativos  se obtienen por procedimientos 
análogos. La tabla 1.6 es una reproducción parcial de la tabla general de propiedades 
termodinámicas del aire. 
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(Ver [ZH76])  
Tabla 1.6. Propie-
dades termodiná-








Ejercicio 1  
Para un modelo idealizado de la composición del aire (su composición y propiedades 
se indican en la siguiente tabla, calcula, a una presión de 1 atm (1,0133·105 Pa) y a una 
temperatura de 298,15 K, las propiedades siguientes: 
c) Las presiones parciales y las densidades de los tres gases. 
d) La presión y la densidad de la mezcla. 
e) La fracción en masa de las especies individuales. 
f) La constante del gas y el peso molecular de la mezcla. 
g) Sus calores específicos y la relación entre ellos. 
 








N2 78,084 78,11 28,013 1038,3 1,4 741,64 296,8 
O2 20,9476 20,96 32 916,9 1,395 657,28 259,82 
Ar 0,934 0,93 39,944 524,61 1,658 316,41 208,15 
 
Resolución 
Las características estándar del aire son: 
Tabs = 288,16 K 
Pabs = 1,01325·105 Pa 
ρ = 1,225 kg/m3 
R = 28.704 J/kg·K 
γ = 1,4 
ao = 340,29 m/s 
μ0 = 1,7894·10-5 kg/ms 
ν0 = 1,4607·10-5 m2/s 
λo = 6,6328·10-8 m 
M = 28,9644 kg/kmol 
a) Para calcular las presiones parciales, la expresión utilizada es:  
 
( ). /i i iP P x P V V= =  
 Resulta 
( ) ( ) ( )52 2/ 78,11/100,  1,0133.10 ( ) 79.148,863 Paii N V V P Pa P N→ = = → =  
( )2i O →        20,96/100          “          ( )2 21.238,768 PaP O =  
( )i Ar →        0,93/100           “          ( ) 942,369 PaP Ar =  
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b) La presión de la mezcla se determina mediante la ecuación de Dalton: 
( )2 2, ,
79.148,863
 ,




P P i N O Ar
P
= →




La densidad de la mezcla se calcula mediante las ecuaciones 
mezcla i
i
ρ ρ= ∑ , ( ) ( )2 2/  ;   , ,i iiPM R T i N O Arρ =  
( )
3








c) Análogamente, la fracción en masa se calcula a partir de las densidades parciales:  
/i iC ρ ρ=  
 
( )2 0,89442 /1,18377 0,75557C N = =  
( )2 0, 27417 /1,18377 0,2316C O = =  
( ) 0,01518 /1,18377 0,012C Ar = = 8 
d) La constante del gas se obtiene a partir de las fracciones en masa, mediante la ecua-
ción: 
296,8  0, 2316 · 259,82  0,0128 · 208,15 












El peso molecular de la mezcla resulta / 8.314,3 / 287,09 28,96u mM R R= = =   
Los calores específicos se calculan también a partir de las fracciones en masa: 
, , 0,75557 · 1.038,3  0, 2316 · 916,9  0,0128 · 524,61
1.003.577 J / kg·K
.p m i p i
i






C 0,75557·741,64 0,2316·657,28 0,0128·316,41  715,971 J / kg·Kv m v iC C= = + + =∑  
Entonces,  
, ,/ 1.003,577 / 715,971 1,4017m p m v mC Cγ = = =  
(Ver [ZH76]) 




Halla la masa molar y los parámetros pseudocríticos de estado a una presión de 88 bar 
y a una temperatura de 280 K del gas natural húmedo, cuya composición y constantes 
físicas de sus componentes se dan en la tabla siguiente: 




Tc [K] Pc 
105Pa 
Metano 0,790 16,042 190,76 46,42 
Etano 0,100 30,068 305,00 48,90 
Propano 0,055 44,094 369,10 42,55 
Isobutano 0,010 58,120 410,00 36,00 
n-butano 0,015 58,120 426,67 38,00 
n-pentano 0,024 72,146 470,83 33,75 
CO2 0,001 40,010 300,00 80,00 
N2 0,005 28,016 120,00 34,00 
h) Calcula, a dicha presión y temperatura, Tsr y Psr. 
i) Determina los parámetros pseudorreducidos de estado de un gas de masa molar 
M = 21,5 a 280 K de temperatura y 88 bar de presión, a partir de los datos de la 
figura adjunta, y compara su valor con el que se obtiene de la fórmula a partir de 
los datos de la tabla. 
j) ¿Qué valor tiene el factor de compresibilidad z del gas?  
Resolución 
a) La presión pseudocrítica se obtiene a partir de las presiones parciales de los com-
ponentes de la mezcla: 
Psc = ∑ziPci = 0,79 · 46,42 + 0,10 · 48,9 + 0,055 · 42,55 + 0,010 · 36 + 0,015 · 
38 + 0,024 · 33,75 + 0,001 · 80 + 0,005 · 34 = 45,89·105 Pa 
Análogamente, la temperatura pseudocrítica: 
Tsc = ∑ziTci  = 0,79 · 190,76 + 0,10 · 305 + 0,055 · 369,10 + 0,010 · 410 + 0,015 
· 426,67 + 0,024 · 470,83 + 0,001 · 300 + 0,005 · 120 = 224,2 K 
b) Los valores de presión y temperatura pseudorreducidos son: 
5 5/ 88·10 / 45,89·10 1,917sr scP P P= = = ;  
/ 280 / 224,2 1,2488sr scT T T= = =  




De la primera gráfica para M = 21,5 kg/kmol, se obtiene: 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑐𝑐 = 220 𝐾𝐾  y 𝑃𝑃𝑠𝑠𝑐𝑐 =
 4,65 𝑀𝑀𝑁𝑁/𝑚𝑚2, valores muy próximos a los calculados. 
El valor del factor de compresibilidad se obtiene de la segunda gráfica para los valores 
de 𝑃𝑃𝑠𝑠𝑟𝑟  y  𝑅𝑅𝑠𝑠𝑟𝑟  determinados por los valores de 𝑃𝑃𝑠𝑠𝑐𝑐 y 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑐𝑐 anteriores, o sea: 
5 5/ 88,10 / 46,5·10 1,89sr scP P P= = = ; / 280 / 220 1,27sr scT T T= = =  
Con estos valores, se obtiene a partir de la segunda gráfica 𝑧𝑧 = 0,67  
(Ver [Vi93]) 
Ejercicio 3 
Sabiendo que, en la troposfera, la variación de la temperatura con la altitud ha sido 
definida mediante la expresión:  
T ≈ To - α z 
donde To es la temperatura de la atmósfera normal al nivel del mar, para la cual se ha 
adoptado, por acuerdos internacionales, el valor de 288,1 K, y α es la tasa de disminu-
ción de temperatura con la altitud, cuyo valor es 0,0065 K/m. 
Se pregunta: 
1) Calcula la presión normal atmosférica a una altitud de 2.500 m. 
2) Calcula dicha presión a la misma altitud en el supuesto de que la temperatura 
fuera constante e igual a su valor normal al nivel del mar. 
3) Calcula el error que se comete al calcular la citada temperatura a partir de la 
hipótesis anterior. 
Se tomará Po = 101,3 KPa 
T y P pseudocríticas Factor de compresibilidad 




1) En un volumen diferencial de aire en la atmósfera, se cumple: dP gdzρ= −  
Asimilando el aire a un gas perfecto, su densidad es /P RTρ =  
Combinando ambas ecuaciones, resulta:  
( ) ( )0/ /dP P RT gdz P R T z gdzα= − = − −    





P R T zα
= −
−∫ ∫  
 










= ln [ ]25000 0T zα−  
 

















Pln  = − 
 
→   74656,4 PaP =  
 
2) La presión a la misma altitud, si la temperatura es constante e igual a su valor 




= −  con los 




Pln  = − − 
 
 →   75.307,58 PaP =  
 










− −= = ≅  
(Ver [Vi93]) 
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Ejercicio 4 
En el punto crítico 2 2( / ) ( / ) 0T TP v P v∂ ∂ = ∂ ∂ = , calcula K = Pcvc / RTc por la ecuación 







= − − 
 





 = − −  
 
Compara los valores calculados de K con los de la tabla  
Gas Pc (bar) Tc (ºK) Pc vc / RTc θV (K) θD (K) M 
O2 50,346 154,3 0,292 2230 59.000 32 
N2 33,935 126,0 0,292 3340 113.300 28,016 
NO 65,845 179,1 0,255 2690 75.500 30,008 
H2 12,966 33,2 0,306 6100 52.400 2,016 
He 2,289 5,2 0,306 - - 4,003 
A 48,624 151,1 0,291 - - 39,944 
CO2 73,949 304,2 0,280 654 40.000 44,01 
 
K : constante de Boltzmann = 1,380·10-16 erg.K-1 
h : constante de Planck       = 6,625·10-27 ergios 
θV : temperatura característica de la energía de vibración 
θD : temperatura de disociación 
Resolución: 
1. Cálculo de K por la ecuación de Van der Waals: 
( ) ( )2 3 2 3
2 20   
T
P RT RT
v v vv v
α α
β β
∂ − → + = → =∂  − −












    (2) 
Sustituyendo la igualdad (1) en la ecuación (2), resulta: 













 →  3cv β=  
 
Dinámica de gases 
 
48 
Introduciendo este valor de vc en la ecuación (2) se obtiene: 
 





− =   (3) 








=      
Ahora, incorporando los valores de 𝑃𝑃𝑐𝑐y 𝑅𝑅𝑐𝑐 en la ecuación de Van der Waals, se 
obtiene: 




18 / 27 / 27
2 8 / 27 9 c
P R R P
R R
αα β α β
β α β β
 
= − → = 
  
       (4) 
 











= =      →   0,375K =  
2. Cálculo de K a partir de la ecuación de Dieterici 
En el estado crítico:  
( ) ( ) ( )2 2
0RT RT RT RTexp exp exp
v v RTv RTv v RTvv RTv
α α α α
β ββ
 ∂      − = − − + − =      ∂ − −     −   
y se obtiene: 














=   (5)   
  
A su vez: 






RT RT RTexp exp




 ∂  − =  −∂   
 ∂    = − − + − =    ∂ −   −  
 
Ejecutando el operador, ordenando y agrupando términos, se obtiene:     
( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 4 2 23 2 2 0c c c c c c c c c cRT v v v RT v v v v RTα β β α β β α− − − + + − − − =  (6) 
Sustituyendo en la ecuación (6) el valor de α obtenido de la ecuación (5) y simpli-
ficando, resulta: 
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 2 23 2 2 0 / 2β β− + + = → =c c c cv v v v               (7) 
 
Aplicando este valor de β a la ecuación (5), se obtiene: 
2 c cRv Tα =  (8) 
Por último, sustituyendo los valores de α y β en la ecuación de estado, se halla el 
valor de K: 
2
2
2 2 2 0,271
/ 2
c c c c c c
c c c c c c
RT RT v RT P v
P exp e K















Fenómenos de transporte a 
nivel molecular: 







El origen de los fenómenos de transporte se encuentra en las propiedades moleculares 
de las sustancias en estado fluido. Como consecuencia de la energía interna de la sus-
tancia, todas sus moléculas tienen una velocidad de mezcla aleatoria, además de su 
velocidad media, suponiendo que el fluido está en movimiento. 
En un fluido en equilibrio, se supone que la velocidad media de la agitación molecular 
es nula y que la distribución espacial de sus magnitudes físicas es uniforme. La expe-
riencia enseña que, si el fluido no es homogéneo o la distribución espacial de sus mag-
nitudes físicas no es uniforme, se producen en su interior fenómenos que tienden a que 
el fluido alcance el equilibrio. Así, por ejemplo, la no uniformidad de la distribución 
de la temperatura en el interior del fluido da lugar a un flujo de calor de la región 
caliente a la fría; la no uniformidad del campo de velocidades produce un flujo de 
cantidad de movimiento a nivel molecular, con la consiguiente aparición de fuerzas 
superficiales o de fricción interna, que tienden a frenar el movimiento, y la no unifor-
midad de la distribución de la concentración de especies en el seno de un fluido genera 
un flujo específico de masa de especies en la dirección de la concentración decreciente. 
Estos fenómenos de transporte se distinguen de otros relacionados con el movimiento 
macroscópico del fluido y/o con las fluctuaciones de velocidad, de carácter aleatorio 
en un régimen turbulento, que son los transportes por convección. 
Cualquiera que sea el mecanismo del fenómeno de transporte, este siempre es irrever-
sible y contribuye al incremento de la entropía del fluido. 
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Los fundamentos del transporte a nivel molecular de calor, de cantidad de movimiento 
y de masa son similares. Las leyes correspondientes (macroscópicas) de Fourier, de 
Newton y de Fick representan proporcionalidades entre flujos (de calor, de cantidad 
de movimiento y de masa) y gradientes (de temperatura, de velocidad y de concentra-
ción). Los correspondientes coeficientes de proporcionalidad, o coeficientes de trans-
porte, son la conductividad térmica, la viscosidad dinámica y la difusión de masa. 
En la tabla 2.1, se muestra la analogía entre los tres procesos de transporte a nivel 
molecular. 
Propiedad Ley Flujo Difusividad Fuerza 
Calor (J) 
Fourier 









=   (m2/s) 
Gradiente de tempe-
ratura 
∇T  (ºC/m) 
Masa (kg) 
Fick 






D  (m2/s) 
Gradiente de concen-
tración 



















2.2 Propiedades del transporte a nivel molecular: coeficientes de 
transporte  
Las propiedades del transporte a nivel molecular de los gases y los vapores son: 
(i) Conductividad térmica 
(ii) Viscosidad dinámica 
(iii) Difusión de masa 
2.2.1 Transporte de calor por conducción 
La experiencia enseña que los gradientes de temperatura en un fluido dan lugar a un 
flujo específico de calor en él. El fenómeno se denomina conducción de calor. 
La ecuación fenomenológica es una simple proporcionalidad: 
 q T∝ ∇  (2.1) 
Esta relación es, en principio, lineal, y se conoce como la ley de Fourier: 






= − ∇ = −

 (2.2) 
Se considera “en principio lineal”, dado que, como se verá más adelante, la conducti-
vidad térmica de los gases a bajas presiones depende de la temperatura, con lo cual la 
ecuación 2.2 deja de ser lineal. 
Tabla 2.1. 
 Procesos de 
transporte a nivel 
molecular 
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Conductividad térmica, λ 
A excepción del hidrógeno (λ = 0,18 W/m·K a 300 K) y del helio (λ = 0,15 W/m·K a 
300 K), las conductividades térmicas de los gases y de los vapores se encuentran en el 
intervalo 0,01 < λ < 0,025 (W/m·K). 
La conductividad térmica de los gases se explica por la teoría cinética como el inter-
cambio de energía en las colisiones entre las moléculas de un gas. Por tanto, λ está 
relacionada con la capacidad calorífica por unidad de volumen del gas ~ ~cv ν , la ve-
locidad media v y el recorrido libre medio, l. 
 ( )1 .  W / m·K ;   o bien  
3









donde η es la viscosidad del gas. 
En realidad, la ecuación 2.3 debe modificarse mediante un factor de corrección que 













La relación de Eucken da una buena aproximación en el intervalo de presiones de 0,1 
a 10 bar y en el intervalo de temperaturas de 80 a 1.000 K. 
A bajas presiones, la conductividad térmica de los gases aumenta con la temperatura. 








Para los vapores orgánicos, Owens y Thodos1 recomiendan: 
 2 2
1 1










La conductividad térmica del aire a temperaturas elevadas se calcula mediante la relación: 











donde λr (conductividad de referencia a Tr= 261 K) se toma igual a 23,2.10-3 W/m·K  
(v. figura 2.1 [Ca72]). 
Al aumentar la presión, la conductividad térmica de los gases también aumenta. A muy 
bajas presiones (del orden de 0,001 bar), el recorrido libre medio de las moléculas está 
parcialmente o totalmente limitado por las paredes que confinan el volumen de gas. A 
este nivel de presión, la conductividad térmica aumenta linealmente con la presión. Por 
encima de 0,001 bar, el aumento de λ es del orden de magnitud de un 1 % por 1 bar de 
aumento de presión. 





Para los gases diatómicos, con la excepción del hidrógeno, Schaefer y Thodos2 desa-
rrollaron una relación de estados correspondientes (v. figura 2.4). 
Stiel y Thodos3 demostraron, mediante el análisis dimensional, que el aumento de la 
conductividad térmica con la variación de presión es una función del incremento de 
densidad. La figura 2.3 y la tabla 2.2 muestran una correlación de (λ - λ0) vs ρr, o sea, 
en función de la densidad reducida. La correlación se puede aproximar por la ecuación:  
 8 1,124 r r1,139.10 .(e .r –  0,995);  0,04 r  0,06− < <  (2.7) 
 8 0,690 r r2,327.10 .( e .r –  1,057);   0,6 r  2,0− < <  (2.8) 
 8 1,956 r r0,0547.10 .(e .r –  79,70);  2,0 r  2,8− < <  (2.9) 









 en función de T y P    
   
 
Fig. 2.2.  
Conductividad tér-
mica reducida 
/=λ λ λr c  de 
gases diatómicos 
en función de Tr











λ λ− ⋅ =
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2.2.2  Transporte molecular de cantidad de movimiento 
La teoría cinética de los gases permite elaborar un modelo sencillo mediante el cual se 
puede explicar cómo, del transporte molecular de cantidad de movimiento, resultan 
esfuerzos tangenciales que están relacionados con el gradiente de velocidad por un 
coeficiente de transporte denominado viscosidad del gas. 
A partir de la teoría cinética de Maxwell y Boltzmann, se llega a las definiciones si-
guientes de magnitudes y parámetros de equilibrio de un gas: 







 =  
 
 (2.10) 

















































residual  (λ - λ0) co-
rrelacionada con la 
densidad reducida, ρr3 
Tabla 2.2. 











como función de ρr 
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donde K es la constante de Boltzmann; T, la temperatura absoluta, y m, la masa de una 
molécula. 
− Frecuencia de bombardeo molecular por área unidad sobre la cara de una superfi-
cie en contacto con el gas, z: 
 ( )1/ 4 ·z n v=  (2.11) 
donde n es el número de moléculas por unidad de volumen. 









− Distancia media de colisión molecular: 
 2
3
a λ=  (2.13) 
Si admitimos que, en el movimiento unidireccional de un gas, su velocidad es una 
función de la distancia al contorno (v. figura 2.4), aplicando el teorema del flujo de 
cantidad de movimiento a una capa de fluido situada a una distancia y del contorno, 
resulta: 
{ }. . .( ) . .( )xy z m u y a m u y aτ = − − +  
Desarrollando en serie de Taylor, obtenemos: 




− = − +
2 2
2( ) ( ) ...2!




+ = + + +




− = − +  
 
Combinando la definición de τxy con las expresiones anteriores se obtiene la siguiente 
ecuación: 
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El coeficiente de proporcionalidad 1 . . .
3








que es una aproximación del valor de la viscosidad de un gas monoatómico a baja 
presión. 
Tanto la ecuación 2.15 como la derivada a partir del potencial de interacción molecular 
definido por la ecuación de Lennard-Jones expresan que la viscosidad es una función 
de la raíz cuadrada de la masa molecular y la temperatura, únicamente. Por el contrario, 
los resultados experimentales evidencian que la influencia de la temperatura es mayor 
(proporcional a 
2
3T ) y, además, ponen de manifiesto la influencia no despreciable de 
la presión a que se encuentra el gas. Por consiguiente, en los problemas de ingeniería, 
se han de utilizar valores de viscosidad experimentales, que se encuentran tabulados 
en manuales de constantes físicas. No obstante, cuando se dispone de valores experi-
mentales, los valores de viscosidad de un gas, o de un vapor, en un estado termodiná-
mico dado, se pueden calcular con una buena aproximación mediante alguna de las 
fórmulas empíricas que se dan a continuación. 
 
A partir de la representación de viscosidad generalizada ( , )r rf T Pηξ =  (v. figura 2.5) 
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Donde M es la masa molecular (kg/kmol), Pc es la presión crítica (Pa) y Tc es la tem-
peratura crítica (K). El valor de ξ se expresa en m2/N·s. 
Algunos valores de ξ son: 
 Gas He Ne Ar H2 N2 O2 Cl Aire Metano 
 ξ 0,670 0,0816 0,0483 0,403 0,0712 0,0527 0,0316 0,0656 0,08183 
 
La influencia de la temperatura sobre la viscosidad está definida por varias ecuaciones; 

















Donde M (g/g·mol) es la masa molecular; µ (micropoises) la viscosidad; Tc (K) la 
temperatura crítica; cV (cc/g·mol) el volumen crítico y f (1,33·Tr) es una función de 
la temperatura reducida del gas dada por la ecuación de Scheibe. 
 0,645 0,9.log(1,9. )
0, 261(1,33. ) 1,058.
(1,9. ) rr r Tr
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µ µ +  =   
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 (2.19) 
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µ µ=  (2.21) 
A temperaturas elevadas y en ausencia de disociación, la variación de la viscosidad 












donde el exponente n depende de la temperatura (v. figura 2.9). 
El valor medio en el intervalo de temperatura T ≤ 2.000 – 2.500 K es < n >≅ 0,7. 
Las magnitudes de referencia tienen por valor Tr = 288 K; µr = 1,79·10-5Pa·s 
 




La figura 2.7 muestra la variación de la viscosidad con la temperatura a diferentes 
valores de presión. 
De hecho, como ya se indicado en el capítulo anterior, la magnitud que experimenta 
más cambios relativos a temperaturas del orden de 1.000 K y superiores es γ, que es la 
relación entre los calores específicos (v. figura 2.8). 








, donde el expo-
nente ϕ es una función de la temperatura, (v. figura 2.9). Los valores de las magnitudes 
de referencia son: Tr = 288 K; cpr = 103 J/kg·K. 
Fig. 2.6. 
Factor f en función 
de la temperatura re-
ducida, Tr. [Sch82] 
 
Fig. 2.7. 
Variación de la 











2.2.3 Transporte de masa a nivel molecular 
De la misma manera que un gradiente de temperatura da lugar a un flujo de calor, un 
gradiente de concentración de una especie en una mezcla da lugar a un flujo másico de 
dicha especie. Al igual que en los demás fenómenos de transporte, el mecanismo esen-
cial es el movimiento de agitación molecular. 
Cuando la concentración de una especie en un fluido no es uniforme, la experiencia 
enseña y la teoría cinética demuestra que la velocidad media de las moléculas de dicha 
especie en un punto y en un instante dados no es la velocidad del fluido V

, sino 




 es la velocidad de difusión de las moléculas de la especie (i). 
Fig. 2.8.  
Valores de  γ (re-
lación entre calo-
res específicos) 
en función de  
T y P 
 
Fig. 2.9. 
 Variación del va-
lor de los expo-
nentes χ, ν y φ 
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Los resultados experimentales ponen de manifiesto que el vector flujo másico .i diVρ

 
por difusión de la especie (i) es proporcional al gradiente de concentración. La relación 
fenomenológica de proporcionalidad recibe el nombre de ley de Fick. 









El factor de proporcionalidad, D, recibe el nombre de coeficiente de difusión de la 
especie (i) en la mezcla. En el caso de mezcla de dos componentes, si el fluido está en 
reposo, se ha de cumplir: 
 . . 0i di j djV Vρ ρ+ =
 
 (2.24) 
Cuando el número de especies en la mezcla es más de dos, el problema se complica 
mucho, ya que los vectores flujo de las especies dependen no solo del gradiente de su 
propia fracción másica, sino también de los gradientes de las demás fracciones mási-
cas. Una simplificación consiste en utilizar la fórmula aproximada siguiente: 









para cada uno de los n componentes. Dmi es el coeficiente de difusión de la especie (i) 
en la mezcla formada con todos los otros componentes. 
La fórmula (2.25) es aproximadamente válida cuando hay una especie predominante 
en la mezcla y siempre que las fracciones másicas de las restantes especies sean pe-
queñas. 
El coeficiente de difusión binario para gases a baja presión (entre 0,1 y 10 bar) depende 
de la temperatura y de la presión, siendo precisamente inversamente proporcional a 
esta. Para el cálculo de los coeficientes de difusión binarios en mezclas de gases a baja 
presión, se recomienda aplicar el procedimiento de Fuller, Schettler y Giddings, me-


















−  +  
 =






donde Dij es el coeficiente de difusión binario (i, j) en m2/s, T es la temperatura absoluta 
en (K), P la presión en bar, y vi , vj son parámetros especiales de difusión que resultan 
de sumas que tienen en cuenta átomos, grupos y rasgos estructurales. 
En la tabla 2.3 se muestran valores de algunos volúmenes de difusión de simples mo-
léculas e incrementos de volumen de difusión atómicos y estructurales. 
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de difusión 7,07 2,88 17,9 16,6 5,59 16,1 18,9 26,9 14,9 37,7 41,1 20,1 12,7 
Átomos C H O (N) (Cl) (S)        
Incremento 
de volumen 16,5 1,98 5,48 5,69 19,5 17,0        
 
Para la evaluación del coeficiente de difusión a temperatura y presión distintas de las 
































D0 (cm2/s) 0,185 0,181 0,178 0,220 0,138 0,611 0,196 0,108 0,0878 
m 1,75 1,75 1,75 1,75 2 2 2 2 2 
 
Para el cálculo de coeficientes de difusión en mezclas de gases a presión, no se conoce 
actualmente ningún procedimiento seguro. Pese a ello, se consigue una buena aproxi-
mación mediante el método propuesto por Dawson, Khoury y Kobayashi.6 
 ( )
0
0 2 31 0,053432. 0,030182. 0,029725.









(Ver [VDI88] y [Va83]) 
 
2.3  Mezcla de gases  
2.3.1 Gas natural 
En este subapartado, se exponen los métodos de determinación de algunos parámetros 
físicos y propiedades de transporte de mezcla de gases, tomando como ejemplo el gas 
natural. 
En la tabla 2.5, se muestra la composición del gas natural típico; sin embargo, se ha de 
tener en cuenta que la composición del gas natural varía según su origen (Libia, Arge-
lia, Francia –Lacq–, Holanda –Gromingen–, etc.). En dicha tabla, xi representa la frac-
ción molar de cada componente. 
 
El factor de compresibilidad, Z, del gas natural se calcula por la regla de las mezclas. 
Sin embargo, el gas natural contiene con frecuencia cantidades sustanciales de gases 
Tabla 2.3. 
 Volúmenes de 
difusión de sim-
ples moléculas e 
incrementos de 
volumen de difu-
sión atómicos y 
estructurales 
 
Tabla 2.4.  
Valores de D0 y m 
para algunas pa-
rejas de gases 
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no hidrocarburos, N2 y, sobre todo, CO2. Si el porcentaje en volumen de estos es menor 
que el 8 % para el nitrógeno y el 10 % para el CO2, entonces el factor de compresibi-
lidad se calcula siguiendo el procedimiento sugerido por Graf. 
 [ ]2 2 2 2 2 2' ( ). ( ) ( ). ( ) 1 ( ) ( ) .Z X N Z N X CO Z CO X N X CO Z= + + − −  (2.29) 
donde X(N2) y X(CO2) son las fracciones molares o en volumen de los componentes 
N2 y CO2. 
 













































Total 1,000 21,47 224,2 45,90 
 
La figura 2.10 muestra el valor del factor de compresibilidad en función de la presión 






gas natural y pa-
rámetros críticos 
 
Fig. 2.10.  
Factor de compre-
sibilidad del gas 
natural en función 
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Z(N2) y Z(CO2) son los factores de compresibilidad del nitrógeno y del dióxido de 
carbono, respectivamente. Sus valores en función del estado termodinámico (P,T) se 







En la figura 2.13, se muestra la variación del calor específico a presión constante de 
componentes del gas natural en función de la temperatura. 
La figura 2.14 muestra la variación de la viscosidad del gas natural a la presión atmos-
férica en función de la masa molecular y la temperatura, así como las correcciones, 
∆µ, que hay que aplicar en función del tanto por ciento molar de N2, CO2 y H2S que 
contiene, y sus respectivas densidades reducidas, ρr. 
Fig. 2.11.  
Factor de compre-
sibilidad del CO2 
[SL55] 
 
Fig. 2.12.  
Factor de compre-
sibilidad del N2 
[SL55] 
 





La figura 2.15 muestra cómo varía la viscosidad con la presión, dada por el factor 
K = µp / µa, en función de los parámetros reducidos Tr y Pr. 
 
Fig. 2.13. 
Variación de cp de 
componentes del 
gas natural en 








Variación de µa 
en función de M y 





Fig. 2.15.  
Variación de µp / 
µa en función de 
Tr, Pr [SL55] 
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2.3.2 Mezclas de gases hidrocarburos 
La viscosidad, a presión atmosférica, de mezclas de hidrocarburos gaseosos se calcula 




















La figura 2.16 muestra la variación de la viscosidad de componentes del gas natural en 
función de la temperatura: 1, helio; 2, aire; 3, nitrógeno; 4, CO2; 5, sulfhídrico; 6, me-
tano; 7, etano; 8, propano; 9, isobutano; 10, n-butano; 11, n-pentano; 12, n-hexano; 13, 
n-heptano; 14, n-octano; 15, n-nonano; 16, n-decano. 
 
(Ver [Std77] y [Sl55]) 
2.3.3 Mezcla de gases en general 
Watson propone una ecuación de correlación que reproduce satisfactoriamente los va-
lores experimentales de la viscosidad dinámica de gases en el intervalo de temperaturas 
de 270 a 2.200 K. La ecuación de correlación se escribe: 
 ( ) ( )6
31 2 4
0 2 3 4
Pa·s ·10 ;  T KT
AA A AA
T T T T
µ −=
+ + + +
 (2.31) 
Los coeficientes A0,… A4 tienen los valores que se dan en la tabla 2.6 para los gases 
listados en ella. 
Fig. 2.16.  
Variación de la visco-
sidad de componen-
tes del gas natural en 
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La precisión de los valores de µ calculados con la ecuación de correlación 2.31 y los 
coeficientes de la tabla dependen de la presión y del intervalo de temperatura. El error 
es del orden del 1 % en el intervalo 610 < T < 1.600 K; del orden del 2 % en el intervalo 
1.610 < T < 2.200 K, y, en cuanto a la influencia de la presión, el error es del orden 
del 1 % en el intervalo 1,2·106 Pa (300 K) < P (T) < 2,2·106 Pa (500 K). 
En la figura 2.17, se muestra la variación de la viscosidad de algunos gases en fun-
ción de la temperatura. 
 
En cuanto se refiere al coeficiente de difusión en mezclas de gases y/o vapores, el 
método de Hirschfelder,8 basado en la teoría cinética de los gases, da excelentes resul-























Variación de la 
viscosidad de al-
gunos gases en 









Dinámica de gases 
 
68 
Dij  : difusividad del componente (i) en la mezcla de (i) y de (j), (cm2/s) 
T  : temperatura absoluta (K) 
Mi ,Mj  : masas moleculares de los componentes (i), (j) 
P  : presión total (atm) 
σij = (σi + σj) / 2, donde σi , σj son los diámetros de colisión de los componentes (i), (j);  
ΩD  : integral de colisión por difusión. Sus valores se encuentran en la tabla 2 en 
función de kT/εij , {εij=(εiεj)0,5}; (v. tabla 2.7) 
 
Este método predice los valores experimentales de Dij de ochenta sistemas binarios 
con un promedio de error de solo el 6 %. Para presiones superiores a 15 atm, no existen 
métodos de determinación fiable de Dij. 
 
Compuesto ε/κ (Κ) σ Compuesto ε/κ (Κ) σ 
Acetileno 185 4,221 Hidrógeno 33,3 2,968 
Aire 97 3,617 Cloruro de hidrógeno 360 3,305 
Argón 124 3,418 Yoduro de hidrógeno 324 4,123 
Arsénico 281 4,06 Yodo 550 4,982 
Benceno 440 5,27 Criptón 190 3,61 
Bromo 520 4,268 Metano 136,5 3,822 
i-Butano 313 5,341 Metanol 507 3,585 
n-Butano 410 4,997 Cloruro de metileno 406 4,759 
Dióxido de carbono 190 3,996 Cloruro de metilo 855 3,375 
Disulfuro de carbono 488 4,438 Yoduro de mercurio 691 5,625 
Monóxido de carbono 110 3,59 Mercurio 851 2,898 
Tetracloruro de carbono 327 5,881 Neón 35,7 2,789 
Sulfuro de carbono 335 4,13 Óxido nítrico 119 3,47 
Cloro 357 4,115 Nitrógeno 91,5 3,681 
Cloroformo 327 5,43 Óxido de nitrógeno 220 3,879 
Cianógeno 339 4,38 n-Nonano 240 8,448 
Ciclohexano 324 6,093 n-Octano 320 7,451 
Etano 230 4,418 Oxígeno 113 3,433 
Etanol 391 4,455 n-Pentano 345 5,769 
Etileno 205 4,232 Propano 254 5,061 
Flúor 112 3,653 Dióxido de sulfuro 252 4,29 
Helio 10,22 2,576 Agua 356 2,646 
n-Heptano 282 8,88 Xenón 229 4,055 
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(Ver [RPSh77] y [Me88]) 
2.4  Propiedades termodinámicas y de transporte del aire a altas 
temperaturas 
En condiciones extremas de temperatura y de presión, como las que se dan, por ejem-
plo, cuando entran en la atmósfera las cápsulas espaciales, el aire puede disociarse e 
incluso ionizarse, por lo cual su comportamiento se desvía notablemente del gas ideal, 
y las propiedades termodinámicas y de transporte se convierten en funciones de pre-
sión y temperatura. 
A partir de unas funciones de partición aproximadas de las principales especies en el 
aire, y despreciando todas las especies menores, Hansen9 determinó las propiedades 
termodinámicas y de transporte- compresibilidad, entalpía, entropía, calores específi-
cos, conductividad térmica, etc., del aire en un intervalo de temperatura de 500 a 1.500 
K y de 0,001 a 100 atm de presión. Los resultados se hallan tabulados en la publicación 
NASA TR R-50. 
En un gas que experimenta disociación, la conducción de calor ocurre por dos meca-
nismos diferentes: el mecanismo usual de transferencia de energía por colisión de las 
moléculas y los átomos presentes, y el de su difusión, ya que, cuando hay un gradiente 
de temperatura en un gas que disocia, hay también un gradiente de concentración, a no 
ser que el estado del gas sea congelado. Es evidente que la dirección de la transferencia 
Tabla 2.8.  
Valores de la inte-
gral de colisión 
por difusión (ΩD) 
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de calor debida a ambos mecanismos es la misma: desde las zonas de temperaturas 
más altas a las más bajas. Por consiguiente, la conductividad térmica k se define como 
la suma de las conductividades térmicas debidas a la colisión y a la disociación, o sea: 
k=kn+kr 
En la teoría cinética, se demuestra que la conductividad térmica debida a colisión mo-





n i i ti
i
k u C C
M
λπ ρ  = + 
 ∑  (2.33) 
donde: 
 / ,   /  y t t int int t intC dE dT C dE dT E E E= = = +  (2.34) 
 /t tC dE dT= , /int intC dE dT=  y t int
E E E= +   
En la ecuación 2.34, 𝐸𝐸𝑡𝑡  se refiere a la energía cinética de traslación de las especies y 
, a los otros tipos de energía de las especies (rotacional, vibracional y electrónica). 
Se supone, además, que cada una de las especies se comporta como un gas ideal.  
En este caso:  
 ( )int ,   y  (2 / 3)i t tC C C C R= + =  (2.35) 















Habitualmente, la conductividad térmica de un gas, , se define únicamente en tér-
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r i ij ji j
dxnk h D M
dTρ
= ∑   (2.38) 
donde n es el número de moléculas por unidad de volumen, ρ es la densidad de la 
mezcla, Dij es el coeficiente de difusión multicomponente, hi es la entalpía de la especie 
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i, y Mj, xj, dxj/dz son el peso molecular, la fracción molar y el gradiente de concentra-
ción de las especies j, respectivamente. 
 
 
Hirschfelder, Butler y Brokaw han calculado el coeficiente de transferencia de calor 
debido a difusión, disociación y recombinación para una mezcla arbitraria de especies 
con un número arbitrario de reacciones químicas.10 La conductividad térmica total del 
aire ha sido calculada por Hansen9 y sus resultados son considerados fiables hasta tem-
peraturas de 10.000 K, pero son cuestionables a temperaturas superiores. La figura 
2.18 muestra el valor de la conductividad térmica total del aire mediante la relación 
0/k k  en función de la temperatura a varias presiones.  
Con respecto a la viscosidad del aire a altas temperaturas, la teoría cinética muestra 
que su valor puede aproximarse mediante la fórmula iµ µ= ∑ , donde 















32 i i i
uπµ ρ λ =  
 ∑  (2.39) 
donde  son la densidad, la velocidad aleatoria media y la longitud libre me-
dia de las especies i, respectivamente. Es conveniente utilizar, como valor de referen-
cia, la viscosidad del aire no disociado a la misma temperatura, que viene dado por la 
fórmula: 
 ( )0 0 0 05 / 32 uµ π ρ λ=  (2.40)
  
Puesto que es complicado calcular la viscosidad del aire no disociado mediante la fór-










en que las unidades de viscosidad son g/cm·s y la temperatura se expresa en grados 
Kelvin. 
(Ver [Sch82]) 





Fig. 2.19.  
Relación de visco-
sidad en función 








El lecho catalítico de un reactor de gases de escape de automóvil está empaquetado 
con pellets esféricos de 5 mm de diámetro de CuO sobre alúmina. La porosidad de los 
pellets es ε = 0,8; el factor de tortuosidad es τ = 4; el radio medio del poro es ro = 1µ, 
y el área de superficie específica es Se = 7,12·107 m2/m3. Calcula la efectividad de los 
pellets cuando promueve la oxidación de CO a 800 K y 1 atm. 
Resolución 
En el transporte de masa de los reactantes gaseosos en poros de un pellet catalítico 
interviene, además de la difusión ordinaria, descrita por la ley de Fick, la difusión de 
Knudsen (flujo de Knudsen, en función del radio del poro y de la velocidad molecular 
media de la especie). 
Asumiendo que el transporte de masa por difusión se rige por una relación lineal, la 









donde 12,efD  es el coeficiente de difusión binaria CO-aire en el poro del pellet, defi-
nido por la fórmula  ( )12, 12/efD Dε τ= , donde 12D  es el coeficiente de difusión bi-
naria definido por la ley de Fick, cuyo valor es 5 2 110,6·10  m s− − . 












mediante la fórmula ( )1, 1/k ef kD Dε τ= . 
Sustituyendo valores, se obtiene: ( ) 5 5 2 112, 0,8 / 4 10,6·10 2,12·10  efD m s− −= =  
( )
½3
3 4 2 1
1,




− − − = =  
 
 
A partir de estos valores, la ecuación 1 aporta el siguiente resultado:  
5 2 1
1, 1,76·10  m sefD
− −=  
El rendimiento del proceso de oxidación de CO por CuO viene definido por la inversa 
del módulo de Thiele Λ, definido por la fórmula 
3










, donde AK  es 
la constante de reacción de oxidación del CO dada por la ecuación de Arrhenius: 
Dinámica de gases 
 
74 
 /aE RTK Ae−=

 (2) 
En este caso, el valor de A es 50,6 m.s-1 y la energía de activación Ea toma por valor 
18,6 Kcal/mol. Sustituyendo estos valores en la ecuación 2, se obtiene 𝐾𝐾 = 4,19 ·
10−4  m · s−1 
Ahora se calcula el módulo de Thiele 
½3 4 7
5





Λ = =  
 
 











Calcula la viscosidad del dióxido de azufre a una temperatura de 300ºC y una presión 
de 1 atm aplicando: 
1) La expresión aproximada de Bromley y Wilke 
2) La fórmula de extrapolación térmica en función de las temperaturas reducidas 
Resolución 
Se sabe que la viscosidad del SO2 a 20ºC es de 1,26.10-2 cp y a 150ºC, de 1,86.10-2 cp. 
Su temperatura crítica es Tc= 430 K y su presión crítica, Pc =77,7 atm 
1) Una expresión aproximada de la ecuación de Bromley y Wilke es: 
 

















donde M, el peso molecular del SO2, es 64, y ( )/ 273 300 / 430 1,3325r cT T T= = + =  
es la temperatura reducida del gas. 
Sustituyendo valores en la ecuación 3, se obtiene: 









6,3.10 2,41.10  
1,3325 0,8430
cpµ − −= =
+
                                      
2) La fórmula de extrapolación térmica del valor de la viscosidad en función de las 
temperaturas reducidas se escribe: 















   +
=    +   
 (2) 
A partir del valor experimental de la viscosidad a 150ºC, la viscosidad a 300ºC se 








 + + = =  +   + 
 
2,4527·10-2 cp 
Un  procedimiento de extrapolación alternativo consiste en considerar que la viscosi-
dad depende de la temperatura según una función del tipo 
3
2f Tµ  =  
 
, definir una 
magnitud 1,5 /y T µ= , calcular la pendiente de la recta representativa ( )y f T=  
con los datos de viscosidad a 20º y a 150ºC, y después extrapolar la función a la tem-
peratura de 300ºC. Se obtiene 22,49·10µ −=  cp. 
(Ver [Vi93]) 
Ejercicio 3  
Calcula la conductividad térmica del metano CH4 a la temperatura de 350 K y a 1 atm 
de presión. Al tratarse de un gas poliatómico, la conductividad térmica se expresa: 
 5
2mon ii p




= + − 
 

  (1) 
donde 𝐾𝐾𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 es la conductividad térmica de un gas monoatómico según la teoría ciné-
tica de Chapman-Enskog, y el segundo término del segundo miembro de la ecuación 
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donde 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖  es el número de Schmidt de autodifusión, cuyo valor es 0,76, se sustituyen 












A partir de la tabla de valores de la constante de fuerza del modelo de potencial de 
Lennard-Jones, se obtiene 3,758 σ = y Ωk 1,115= . Por su parte, a partir de las tablas 
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de propiedades del metano [Va83], se obtiene 2.380 J / kg·kpc = . y μ
612,65·10−=  
Pa·s 
Sustituyendo valores en la ecuación 6, con 16M =  y R =  8.314,3 J / kmol·k , re-
sulta:   






350 /16 12,65·10 5 8.314,38,32·10 2380 4,27·10   W / m·K
0,76 2 163,758 1,115
K
−







Estima el valor del coeficiente de difusión del sistema binario de gases Ar-O2 a la 
temperatura de 293,2 ºK y la presión total de 1 atm. 
 
 M Tc  (K) Pc  (atm) 
Argón 39,94 151,2 48 
Oxígeno 32 154,4 49,7 
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    + 
   
con 42,745·10a −=  y 1,823b =  
 
Sustituyendo valores, se obtiene: 
 























    + 
 
== →  
El valor obtenido experimentalmente es 0,20 (cm2 s-1). 




















3.1 Sistema termodinámico 
En general, en la literatura sobre el tema, se consideran tres tipos de sistemas: el siste-
ma aislado, el sistema cerrado y el sistema abierto. Los sistemas aislados no intercam-
bian energía ni materia con su entorno, los sistemas cerrados intercambian energía 
(calor y trabajo) con su entorno y los sistemas abiertos pueden intercambiar materia y 
energía con su entorno. 
Desde un sentido estrictamente termodinámico, hemos de considerar solo lo que se 
entiende por sistema termodinámico simple. Este sistema es aquel para el cual el estado 
de equilibrio se determina especificando los valores de dos propiedades termodinámi-
cas independientes cualesquiera. Se trata de una cantidad finita de materia envuelta por 
una “frontera imaginaria”, denominada superficie de control, que la separa del entorno, 
es decir: es un sistema termodinámico cerrado. 
Las leyes de la termodinámica se aplican a una cantidad específica de materia, es decir, 
a un sistema. Por el contrario, en dinámica de gases, se estudian procesos termodinámi-
cos con flujo de materia, que suponen considerar como frontera la de un “volumen de 
control”, que, por definición, es abierto. Los procesos más frecuentes se presentan en 
problemas de propulsión y de potencia, por ejemplo, en un motor jet y en una turbina 
de gas, que son representados por un “volumen impermeable”, salvo en su entrada y su 
salida, donde existe un flujo másico de gases cuyo valor debe conocerse para establecer 
los correspondientes balances de cantidad de movimiento, flujo de calor, etc. 
La figura 3.1 ilustra cómo se entienden el sistema y el volumen de control, que, como 
es sabido en mecánica de fluidos, están relacionados por un algoritmo matemático. La 
naturaleza del problema requerirá utilizar un método de análisis u otro; no obstante, 
ambos conceptos son útiles por cuanto permiten la interacción en las fronteras y rela-
cionarla con los cambios que ocurren en su interior. Sin embargo, el sistema y el volu-
men de control se distinguen por dos aspectos: 
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− La frontera del sistema cerrado puede cambiar de forma, posición y orienta-
ción con respecto a un observador externo considerado fijo. El volumen de 
control, por definición, no, si es rígido. En la parte del campo de conocimiento 
de dinámica de gases que aquí se trata, solo se consideran volúmenes de con-
trol rígidos; no obstante, en general, pueden cambiar su posición en el espacio. 
Además, si el volumen de control es móvil, se supone que se mueve a una ve-
locidad constante con respecto a un sistema inercial de referencia. 
 
− A través de una parte de la frontera del volumen de control, hay flujo de mate-
ria. En el sistema cerrado, por definición, no. 
 
3.1.1 Sistema simple termodinámico. Equilibrio  
Por sistema simple, entendemos una substancia pura cuyo estado está definido comple-
tamente, desde el punto de vista termodinámico, por sus propiedades macroscópicas, 
también denominadas coordenadas termodinámicas, de las cuales solo dos son inde-
pendientes. Las propiedades son características observables o medibles del sistema. 
Una propiedad es, en general, una cantidad que tiene un valor que depende solo del 
estado del sistema. Dado que la termodinámica se ocupa fundamentalmente del com-
portamiento macroscópico de un sistema que pasa de un estado de equilibrio a otro, las 
propiedades seleccionadas son aquellas que aportan una descripción macroscópica 
adecuada de los cambios producidos en las características del sistema, una vez finaliza-
do el proceso de tránsito de estados. 
De acuerdo con la ecuación de estado de los gases perfectos, las propiedades termodi-
námicas fundamentales de un sistema simple son su presión absoluta , P su volumen 
especifico  v y su temperatura absoluta . T Por consiguiente, podemos expresar cual-
quiera de las tres propiedades en función de las otras dos. Así, tenemos ( ),P P v T= , 
( ) ( ), , , .v v P T T T P v= =  
En termodinámica, se dice que un sistema se halla en equilibrio si es incapaz de experi-
mentar espontáneamente un cambio de estado cuando está sometido a determinadas con-
diciones de frontera. El equilibrio termodinámico de un sistema implica, en general, tres 
tipos distintos de equilibrio: equilibrio térmico (la misma temperatura 𝑇𝑇 en todos los 
Fig. 3.1.  
Idealización de un 
sistema y un volumen 
de control 
[ZH76] 
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puntos del sistema), equilibrio mecánico (la misma presión 𝑃𝑃 en todos los puntos del 
sistema) y equilibrio químico (la misma composición química en todos los puntos del 
sistema). 
Sin embargo, en particular, se dice que un sistema simple se encuentra en equilibrio 
termodinámico cuando las variables intensivas , ,P T ρ  que describen su estado no 
varían a lo largo del tiempo. Cuando un sistema no está aislado, el equilibrio termodi-
námico se define en relación con su entorno físico, eso es, los valores de las variables 
de estado han de ser los mismos para el sistema y para su entorno. 
El estado de equilibrio de un sistema termodinámico simple viene definido completa-
mente por dos propiedades termodinámicas independientes cualesquiera. 
3.2 Procesos termodinámicos reversibles e irreversibles 
Un proceso termodinámico es una transformación en que alguna de las variables que 
caracteriza el sistema se modifica con el transcurso del tiempo. Cuando todos los esta-
dos intermedios de un proceso termodinámico son de equilibrio, se dice que el proceso 
es cuasiestático o reversible. En este caso, las variables macroscópicas describen bien 
el proceso y la ecuación de estado del sistema sigue siendo válida a lo largo de todo el 
proceso. Si no todos los estados intermedios del proceso son de equilibrio, se dice que 
el proceso es irreversible. 
Si una diferencia de temperatura arbitrariamente pequeña produce una expansión o una 
compresión en el sistema, según sea su signo, y el correspondiente valor absoluto de 
los efectos mecánicos producidos por las mismas cantidades de calor transferidas desde 
o al sistema son, por tanto, iguales, entonces el proceso es reversible. 
Es evidente que un proceso en que se produce una disipación de energía por fricción no 
puede ser reversible. En general, se supone que el trabajo realizado para vencer la fric-
ción se convierte instantáneamente en calor, lo cual impide la inversión del proceso. 
Habida cuenta de que, en el flujo de fluidos reales, siempre hay fricción, los procesos 
termodinámicos asociados son siempre irreversibles; también lo son los procesos natu-
rales o espontáneos. 
Los procesos irreversibles se caracterizan porque siempre llevan asociado el flujo de 
alguna propiedad, de manera que requieren un cierto tiempo finito para establecer el 
estado de equilibrio. No así los procesos reversibles, que teóricamente necesitan un 
tiempo infinito para completar su realización. De hecho, los procesos termodinámicos 
reversibles son procesos sin fricción, imaginarios, pero, puesto que son los que dan 
lugar el máximo rendimiento de un proceso, su cálculo tiene un gran valor para evaluar 
por comparación la eficiencia de los procesos de los gases reales.  
(Ver [ZH76]) 
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3.3 Principios termodinámicos o leyes termodinámicas 
La utilización del término principio responde a servidumbres históricas. En los inicios 
de la termodinámica, las relaciones empíricamente observables entre las magnitudes 
térmicas y mecánicas de los procesos de cambio de estado se tomaban como ciertas y, a 
partir de ellas, se fue elaborando una teoría. En su evolución, dichos principios se han 
ido concretando en formulaciones matemáticas y convirtiéndose en leyes: las leyes 
termodinámicas. Este es, pues, el término que se utiliza en este libro.  
Las leyes termodinámicas son tres. Para todas ellas, se han propuesto diferentes defini-
ciones, según distintos autores expertos en la materia, pero en el fondo traducen el 
mismo principio, con palabras distintas. 
3.3.1 Primera ley de la termodinámica  
La primera ley se enunció históricamente así: la energía ni se crea ni se destruye, solo 
se transforma. Es una ley basada en la experiencia, que nos enseña que el calor y el 
trabajo son convertibles entre sí y que la relación de conversión es una cantidad fija, 
denominada equivalente mecánico del calor, que se denota por 𝐽𝐽. Obsérvese que la 
primera ley no da información sobre la cantidad de calor transferida a un sistema que 
puede ser convertida en trabajo, y viceversa. 
En un sistema cerrado, adiabático, que evoluciona de un estado inicial a otro final, el 
trabajo realizado no depende ni del tipo de trabajo ni del proceso seguido, solo depende 
de los estados inicial y final. Por consiguiente, la variación de energía de un sistema 
termodinámico cerrado es igual a la diferencia entre la cantidad de calor y la cantidad 
de trabajo intercambiados por el sistema con su entorno.  
La expresión matemática básica de la primera ley de la termodinámica se obtiene con-
siderando un sistema cerrado de masa 𝑚𝑚, que está sujeto a una serie de procesos que 
forman un ciclo completo e implican la transferencia de calor y la realización de un 
trabajo. Sea Qδ  el calor transferido a o del sistema, y  Wδ la cantidad correspondiente 
de trabajo realizado durante el ciclo. Entonces, la experiencia enseña que  
 ( ) 0Q Wδ δ− =∫  (3.1) 
La cantidad ( )Q Wδ δ−  define una propiedad de un sistema cerrado: la energía alma-
cenada E , de modo que  
 dE Q Wδ δ= −   (3.2) 
Por unidad de masa, la ecuación 3.2 se escribe:  
 de q wδ δ= −  (3.3) 
Además de Qδ  y Wδ , que son energías de tránsito no almacenables, la energía alma-
cenada E  incluye las clases siguientes: energía térmica (energía interna U ), energía 
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cinética, energía potencial, energía química, etc. Si el sistema cerrado de masa m  no 
tiene energía cinética ni energía potencial, entonces la única energía almacenada en el 
sistema es la energía interna o energía térmica ,U  por lo cual la ecuación 3.2 se escribe:  
dU Q Wδ δ= −  
En la interpretación de estas fórmulas, hay que tener siempre presentes los signos de las 
magnitudes de calor y trabajo. El calor Q es positivo si va del entorno al sistema y 
negativo si el sistema lo ha perdido. El trabajo 𝑊𝑊 es positivo si lo realiza el exterior 
contra el sistema y negativo si lo realiza el sistema.  
Otras definiciones de la primera ley de la termodinámica se deben a Clausius y a Kel-
vin-Planck. Clausius la enuncia así: No es posible ningún proceso espontáneo cuyo 
único resultado sea el paso de calor de un recinto a otro que se encuentra a mayor 
temperatura.  
El enunciado de Kelvin-Planck es: No es posible ninguna transformación termodiná-
mica cuyo único resultado sea la absorción de calor de un solo foco y la producción de 
una cantidad equivalente de trabajo. 
 
3.3.2 Segunda ley de la termodinámica 
La segunda ley, como la primera, se basa totalmente en la experiencia. La primera ley 
se refiere estrictamente a aquella parte o cantidad de calor que se convierte en trabajo 
ya que, en un proceso reversible, ni siquiera es posible transformar todo el calor añadi-
do a un sistema en trabajo útil. 
La experiencia ha demostrado que la transformación de calor en trabajo viene acompa-
ñada inevitablemente por una degradación de una parte de la energía suministrada en 
una forma que es menos útil. Es precisamente la segunda ley la que trata de la cantidad 
de calor que, en un proceso, puede convertirse en trabajo útil. 
De acuerdo con la segunda ley, todo sistema natural que se mantiene sin experimentar 
perturbación cambia espontáneamente y se aproxima a un estado de equilibrio o de 
reposo, pero en el transcurso del proceso pierde capacidad de cambio espontáneo. La 
propiedad asociada con la capacidad de un sistema para cambiar espontáneamente se 
denomina entropía. 
Para un sistema cerrado que experimenta un cambio cíclico en que recibe reversible-





=∫  (3.4) 
En esta ecuación, /Rq Tδ  define el cambio infinitesimal por unidad de masa de una 
propiedad termodinámica del sistema que Clausius denominó entropía s , o sea: 
 /Rds q Tδ≡  (3.5) 
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La ecuación 3.5 significa que el cambio de entropía entre dos estados dados es el mis-
mo para todos los procesos que los conectan. Por ello, el cambio de entropía en un 
proceso irreversible se puede medir por el valor de ( )/Rq Tδ∫  para cualquier proceso 
reversible seleccionado que conecte los mismos estados inicial y final. En una forma 
diferencial que incluye ambos procesos, la expresión es ( )/ds Q Tδ≥ , en que el signo 
“mayor que” corresponde a los procesos irreversibles y el de “igual a”, a los procesos 
reversibles. 
En términos de entropía, la segunda ley de la termodinámica se enuncia así: En cual-
quier proceso, la entropía del universo aumenta, si el proceso es irreversible, o perma-
nece constante, si el proceso es reversible. Su expresión matemática es: 
 0Suniv∆ ≥  (3.6) 
3.3.3 Tercera ley de la termodinámica 
La tercera ley de la termodinámica encuentra su origen en el teorema del calor, formu-
lado por Carnot en 1906. Establece limitaciones a cómo alcanzar el cero absoluto de 
temperatura. Prohíbe que se pueda alcanzar el punto 00, 0T S= =  diante una serie 
finita de procesos termodinámicos de enfriamiento de un sistema, tal como afirma el 
postulado de Nerst. 
Nerst interpretó el teorema formulado por Carnot en los términos siguientes: los cam-
bios en entropía S∆ , en procesos isotermos de sistemas monocomponentes, se apro-
ximan a cero cuando la temperatura a la cual se verifica el proceso tiende a cero. 
Por su parte, Planck propuso el enunciado siguiente: la entropía de cualquier sistema se 
anula en el estado en que | ,/ 0v nU Sδ δ =  ( )0T = . 
3.4 Propiedades termodinámicas del gas perfecto 
El estado termodinámico de un gas perfecto se describe mediante las propiedades si-
guientes:  , , , ,   y P v T u h s . Además, se ha demostrado experimentalmente que la ecua-
ción de estado térmico de un sistema termodinámico simple de gas de masa molecular 









3.4.1 Energía interna 
Al nivel microscópico del tamaño de las partículas constitutivas de un gas, esencialmente 
moléculas, la energía interna representa la suma de la energía cinética de los movimientos 
aleatorios de translación, rotación y vibración de las mismas, y de su energía potencial, 
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asociada a los enlaces químicos entre ellas, entre otras causas. Se trata, pues, de la energía 
contenida en la materia gas, y excluye la energía cinética del movimiento del gas como 
un todo y la energía potencial debida a campos externos de fuerza, también como un 
todo. 
La energía interna de un sistema puede cambiar, ya sea por calentamiento o bien por la 
realización de trabajo. De las ganancias o pérdidas de energía del sistema da cuenta la 
variación de su energía interna en el curso del proceso termodinámico que conduce al 
sistema de un estado a otro. Entre la variación de energía interna del sistema entre 
estados, y las ganancias y/o pérdidas de calor y trabajo que se producen en los procesos 
termodinámicos de tránsito, no existe una relación universal simple; solo cabe escribir 
i iU E∆ = ∑ , donde U∆  es el cambio de valor de la energía interna del sistema entre el 
estado final y el inicial, y los iE  son los valores de las varias energías transferidas al 
sistema en su tránsito del estado inicial al final. 
La energía interna de un sistema en un estado determinado no puede medirse directa-
mente. Su valor se da en relación con el de otro estado, que se toma como referencia, 
desde el cual ha llegado por una cadena de procesos termodinámicos. Dicha cadena o 
camino termodinámico puede describirse teóricamente por ciertas variables de estado 
extensivas del sistema, principalmente su entropía , S su volumen V  y su número de 
moles { }iN . Es, pues, una magnitud extensiva que, a la vez, es una función de estado 
del sistema { }( ), , ,iU S V N  ya que su valor no depende del camino seguido para llegar 
al estado corriente del sistema desde el de referencia. Así, en termodinámica, se consi-
dera que la energía interna es una de las dos funciones de estado esenciales de las va-
riables de estado termodinámico de un sistema. 
Al ser la energía interna una propiedad extensiva, en un sistema que experimenta trans-
formación por procesos termodinámicos, su variación, en el sentido de si se deben a 
transferencia de calor, al trabajo realizado o a ambos, dependerá del tipo de sistema, 
que puede ser totalmente aislado, térmicamente aislado, mecánicamente aislado o ce-
rrado. 
En un sistema totalmente aislado, no pueden producirse transferencias de masa, de calor y 
de trabajo, de modo que su energía interna no varía, sino que se mantiene constante, 
0.U∆ =  
Si el sistema es cerrado y se encuentra térmicamente aislado, solo pueden darse proce-
sos de trabajo; luego, la variación de energía interna se expresará dU Wδ= , con el 
signo correspondiente según si el trabajo es realizado por el sistema o por el entorno. 
Si el sistema es cerrado y se encuentra mecánicamente aislado, los cambios en energía 
interna del sistema se deben exclusivamente a transferencias de calor, o sea, dU Qδ= , 
con el criterio de signo correspondiente. 
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Si el sistema es cerrado pero puede intercambiar calor y trabajo con su entorno, el 
cambio en la energía interna del sistema se expresa: dU Q Wδ δ= + . 
Suponiendo un proceso reversible, el calor transferido al sistema es Q TdSδ =  y el 
trabajo, como flujo de energía al entorno del sistema que lo realiza, es 
dU TdS PdV= − . 
Cuando se producen variaciones de temperatura y de volumen en el sistema, el cambio 
en el valor de su energía interna viene dado por la expresión:  
  v
v
PdU C dT T P
T
 ∂ = + −   ∂  
  dV  (3.8) 
La ecuación 3.8 es muy útil si se conoce la ecuación de estado del gas. 
Energía interna de un sistema multicomponente 
La energía interna de un sistema multicomponente se describe habitualmente en térmi-
nos de la entropía, del volumen y del número de componentes o especies químicas que 
contiene. Su expresión general es ( ), , i nU U S V N == , donde i nN =  son las cantidades 
molares de las n  especies químicas que componen el sistema. 
La expresión diferencial de la energía interna se escribe: 
 i i idU TdS PdV µ dN= − + ∑  (3.9) 
donde los coeficientes µ𝑖𝑖 son los potenciales químicos de los componentes del sistema 
y el término ∑ µ𝑖𝑖𝑑𝑑𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖  es la energía libre de Gibbs, que surge a partir del cambio de 
composición del sistema a temperatura y presión constantes. 
3.4.2 Ecuación calórica de estado 
Sea 𝑢𝑢 la energía interna de un sistema por unidad de masa (kg) o por unidad de canti-
dad de materia (mol), como se expresa habitualmente en los problemas de dinámica de 
gases que se encuentran en ingeniería. Como quiera que toda propiedad de estado ter-
modinámico de un sistema puede ser completamente representada por dos de sus tres 
coordenadas termodinámicas, o bien por una de ellas y otra propiedad de estado, se 
puede escribir ( ) ,u u s v= . Aunque mediante este funcional se puede llegar a conocer 
toda la información del sistema, es evidente que presenta serios inconvenientes:  y  u s no 
se pueden medir directamente y  v es difícil de medir con precisión. Sin embargo, este 
funcional es una característica específica del sistema del cual se puede derivar la denomi-
nada ecuación calórica de estado, cuya expresión es ( ),u u T v= . En efecto, mediante 
transformaciones matemáticas, se obtiene ( ) ( ) / ,vu s T s v∂ ∂ = , que, combinada con la 
relación funcional ( ),u u s v=  para eliminar la entropía específica , s resulta 
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( ), ,u u T v=  que representa la energía interna específica de cualquier gas cuando expe-
rimenta procesos de transformación termodinámica que implican únicamente cambios de 
temperatura y de volumen. 
Como la energía interna no depende del camino del proceso termodinámico para llegar 
a ella, su diferencial es exacta y, por tanto, se puede escribir. 
  
v T
u udu dT dv
T v
∂ ∂   = +   ∂ ∂   
  (3.10) 
En el caso de un gas térmicamente perfecto, la teoría cinética demuestra que la varia-
ción de energía interna por unidad de masa en un proceso termodinámico a temperatura 





∂ =  ∂ 
 (3.11) 
Ahora, escrita la primera ley para un proceso cuasiestático a volumen constante en la 
forma 0dw Pdv= − = , resulta: 
  du qδ=   (3.12) 





∂ ∂   =   ∂ ∂   
 (3.13) 
De conformidad con lo expuesto en otro apartado de este capítulo, el primer término de 
la igualdad (3.13) define una propiedad intensiva térmica de cada sustancia, que recibe 
el nombre de calor específico a volumen constante, vc . 
Por consiguiente, la ecuación calórica de estado se expresa en forma diferencial así:  
 vdu c dT=  (3.14) 
Solo cabe utilizar la ecuación vu c T=  o la relación funcional ( )u u T=  cuando vc  es 
constante. 
Un gas que tiene un vc  de valor constante se denomina gas calóricamente perfecto. Si, 
además, es térmicamente perfecto, el gas se denomina gas perfecto. Si estas condicio-
nes no se cumplen, el gas se considera real. 
3.4.3 Capacidad calorífica y calores específicos  
La experiencia enseña que la cantidad de calor necesaria para cambiar la temperatura 
de una sustancia depende de su naturaleza y viene definida genéricamente para un 
sistema por la ecuación de proporcionalidad: 
 sustQ C T∝ ∆  (3.15) 
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Para cada sustancia,  sustC , denominada capacidad calorífica, tiene un valor que puede 
determinarse midiendo la cantidad de calor transferido a un sistema de masa m  cuan-








        (3.16) 
Cabe interpretar la capacidad calorífica de una sustancia como la mayor o menor resis-
tencia a su calentamiento. Viene a ser una especie de inercia térmica de la sustancia. 
La capacidad calorífica es una propiedad extensiva, pues depende de la cantidad de 
sustancia. Además, puesto que la cantidad de calor transferida varía en función del 
camino que se ha seguido en el proceso, depende del tipo de proceso en cuestión y, por 
consiguiente, de la presión y de la temperatura. 
Una magnitud más rigurosa para identificar físicamente la naturaleza y el origen de esta 
propiedad de la materia es la capacidad calorífica por unidad de masa de la sustancia. 
Para un sistema formado por una sola sustancia homogénea, se define como /c C m=  
y se denomina calor específico, el cual, como la capacidad calorífica, depende del 
proceso térmico por el cual se ha transferido calor a la sustancia y, por consiguiente, de 
la presión y de la temperatura. Dos procesos útiles son: a volumen constante y a pre-
sión constante. 
Para su aplicación en los procesos termodinámicos que se dan en ingeniería y, en parti-
cular, en dinámica de gases, los calores específicos de los gases ideales son una apro-
ximación sumamente útil a los valores de los correspondientes gases reales. No 
obstante, conviene no olvidar los límites de validez del modelo mediante el cual se ha 
determinado el valor del calor específico. Según la teoría cinética de Maxwell-
Boltzmann, el calor Qδ  que se requiere para elevar la temperatura de un gas 𝑑𝑑𝑇𝑇 se 
almacena en él en forma de energía cinética de sus moléculas. Por otra parte, la ley de 
equipartición de Maxwell establece que la energía cinética de una molécula de gas, sea 
de traslación, de rotación o de vibración, se divide igualmente entre todos sus grados de 
libertad.  
La figura 3.2 muestra en qué medida las tres clases de energía contribuyen al valor del 





geno en función 
de la temperatura1 
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Calor específico a volumen constante 
Consideremos la relación funcional de la energía interna de un gas ( ),u u T v= . Como 
la energía interna no depende del camino, su diferencial es exacta; luego: 
 
v T
u udu dT dv
T v
∂ ∂   = +   ∂ ∂   
  (3.17) 
Por otra parte, la primera ley para un proceso cuasiestático, en que el trabajo realizado 
se expresa por dw Pdv= , se escribe:  
 du q Pdvδ= −   (3.18) 
En ambas ecuaciones, el término en dv  es cero, pues se ha especificado que el proceso 





∂ =  ∂ 




∂ ∂   =   ∂ ∂   
 (3.19) 
Así, se constata que cualquier incremento de energía interna del gas en un proceso a 
volumen constante se debe únicamente a transferencia de calor. Entonces, por defini-





∂ ∂   = ≡   ∂ ∂   
    (3.20) 
Para los gases monoatómicos, en que la energía interna es, en su totalidad, energía 
cinética de traslación molecular con tres grados de libertad, el teorema de equipartición 
aporta el resultado siguiente: 
3 
2
u RT=  . Entonces, el calor específico molar a volumen 





∂ = = ∂ 

  , y, por unidad de masa, 
3
2v
c R=  (3.21) 
En los gases diatómicos, la energía interna se debe a las energías cinéticas de traslación 
y de rotación de las moléculas a temperaturas moderadas. Por el mismo método antes 
citado, teniendo en cuenta que, en estos gases, los grados de libertad son cinco, se ob-
tiene que la energía interna molar tiene el valor ( )5 / 2u RT=  ; por tanto, el calor espe-
cífico molar a volumen constante toma el valor: 
( )5 / 2vc R=  , y, por unidad de masa, ( )5 / 2vc R=  
En los gases poliatómicos, los grados de libertad son seis. Los resultados obtenidos por 
procedimiento idéntico al de los otros gases se desvían demasiado de los valores reales, 
por lo cual carecen de interés. 
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Calor específico a presión constante 
Por argumentos idénticos a los expuestos en el caso anterior, el estado termodinámico 
de un gas viene especificado por el funcional entalpía ( ), .h h T P=  Siguiendo los mis-
mos razonamientos, se obtiene: 




∂ ≡  ∂ 
  (3.22) 
Relaciones entre calores específicos  
Los calores específicos de un gas perfecto se pueden relacionar con su constante de gas 
del modo siguiente. 
La primera ley, en términos de la energía interna, se escribe q du dwδ = + . A su vez, 
supuesto un proceso cuasiestático, se puede también expresar en términos de entalpía 
en: 
q dh vdPδ = −  
Igualando ambas expresiones, y sustituyendo la energía interna y la entalpia por sus 
expresiones en términos de los correspondientes calores específicos, resulta: 
   p vc dT vdP c dT Pdv− = +  
O sea: 




− =   
de la cual se obtiene: 
 p vc c R− =  (3.23) 
Otra relación interesante entre los calores específicos que aparece en la ecuación de 
cambio isentrópico de estado de un gas perfecto es, entre otras: 
 /p vc cγ =  (3.24) 
Sus valores son: 
− Para gases monoatómicos 5 / 3γ = , exacto 
− Para gases diatómicos 7 / 5 1, 4γ = = , muy aproximado 
− Para gases poliatómicos 8 / 6γ = , que se desvía mucho de los resultados 
experimentales 
Finalmente, a partir de las ecuaciones 3.23 y 3.24, se obtienen, para los calores especí-
ficos, las expresiones siguientes: 
 ( )/ 1vc R γ= −  ,  y ( )/ 1pc Rγ γ= −  (3.25) 




− Los calores específicos vc  y pc  son propiedades termodinámicas de cada sustan-
cia que, por definición, dependen únicamente de su estado. Sus valores son su-
mamente importantes y han sido determinados experimentalmente como una 
función del estado termodinámico para un gran número de sustancias compresi-
bles. 
− Ambos calores específicos son función de la temperatura T , únicamente. 
− En pequeños intervalos de temperatura ( )200 KT∆ ≈ , se supone con frecuencia 
que ambos calores específicos son constantes. En intervalos mayores, también 
cabe considerarlos constantes, a efectos prácticos, pues varían muy poco con la 
temperatura. 
− Un gas ideal con calores específicos independientes de la temperatura, o sea, 
constantes, se denomina gas perfecto. Por ejemplo, los gases monoatómicos y 
los diatómicos son considerados perfectos a las temperaturas ordinarias. 
− Los gases monoatómicos como He, Ne y Ar, y la mayoría de los vapores metá-
licos tienen un valor de vc constante, aproximadamente igual a ( )3 / 2 R , en un 
rango amplio de temperaturas. Lo mismo ocurre con pc , cuyo valor es aproxi-
madamente ( )5 / 2 R . 
− La relación de calores específicos γ  tiene un valor constante, muy aproxima-
damente igual a 5 / 3 , en un amplio rango de temperaturas. 
− Los denominados gases diatómicos permanentes, principalmente H2, N2, O2, ai-
re, NO y CO, tienen un valor de 𝑐𝑐𝑣𝑣 constante, aproximadamente igual a 
( )5 / 2 R , a temperaturas ordinarias, pero aumenta lentamente a temperaturas 
más altas. Lo mismo ocurre con el valor de pc  , si bien es aproximadamente 
igual a ( )7 / 2 R . 
− La relación de calores específicos γ tiene valor constante, aproximadamente 
igual a 1,4, en el rango de temperaturas de 150 K a 600 K, y decrece a tempera-
turas superiores. 
− Los gases poliatómicos y los que son químicamente activos, tales como CO2, 
NH3, CH4 y Freón, tienen valores de los calores específicos y de su relación γ 
que varían con la temperatura, una variación que difiere para cada gas. La ten-
dencia general es que los gases de masa molecular elevada, cuyas moléculas son 
más complejas que las de los gases antes citados, tienen valores de γ más pró-
ximos a la unidad que los gases diatómicos. Por ejemplo, los Freón, con masa 
molecular superior a 100, tienen valores de 𝛾𝛾 inferiores a 1,2. 
− En general, para sustancias diferentes a los gases perfectos, la energía interna y 
la entalpía dependen de la presión y de la temperatura, por lo cual los valores re-
feridos para los gases perfectos dejan de ser aplicables sin corrección. 
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3.4.4 Procesos termodinámicos 
En dinámica de gases, todos los cambios de estado termodinámico ocurren en un sis-
tema abierto, o sea, con flujo másico de gas. Se sabe que un gas perfecto es viscoso, 
por lo cual su flujo debe estar acompañado de disipación de energía por fricción; es 
decir, los procesos en que está implicado nunca son isentrópicos, pues son irreversibles. 
Eso es lo que ocurre inevitablemente en las toberas, en los rodetes de álabes en las 
turbinas y en los compresores, etc. Sin embargo, los procesos son tan rápidos que el 
sistema de gas no dispone del tiempo suficiente para que se produzca una transferencia 
significativa de calor; por ello, los procesos se consideran, en una primera aproxima-
ción, adiabáticos ( )0qδ = . Se les supone también reversibles y, por tanto, isentrópi-
cos. Ahora bien, las prestaciones que se exigen en la actualidad a las turbinas, los 
compresores, las toberas de propulsión, etc., son tan elevadas que el diseño definitivo 
de los componentes en que se produce flujo debe tener en cuenta los efectos de disipa-
ción de la energía que se produce en las capas límites, las estelas, etc. Así, por ejemplo, 
un procedimiento habitual para el diseño de una tobera de un motor de cohete consiste 
en considerar el núcleo del flujo como isentrópico y el asociado a la capa límite, como 
adiabático irreversible, y después, en el cálculo definitivo, acoplar los resultados del 
núcleo del flujo y de la capa límite. 
Aparte de la observación anterior y de los cambios en la energía interna, la entalpía y la 
entropía por unidad de masa de un sistema termodinámico, los procesos por los cuales 
un gas pasa de un estado a otro que resultan más importantes para resolver problemas 
de ingeniería son los siguientes: 
 
− Cambio isotérmico, 0dT =  
 
− Cambio adiabático, 0qδ =  
 
− Cambio isobárico, 0dP =  
 
− Cambio isocórico, 0dv =  
 
− Cambio isentrópico, 0ds =  
 
− Cambio politrópico, cte.nPv =  
(Ver [Re93] y [SC79]) 
(Ver ref. 1) 
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3.5 Cambios de entalpía y de entropía en un gas perfecto  
Por definición, la entalpía por unidad de masa de un gas se expresa así:  
 h u Pv≡ +   (3.26) 
Todas las magnitudes que aparecen en la ecuación 3.26 son independientes del camino 
que sigue el proceso para pasar de un valor a otro. Por consiguiente, su diferencial es 
exacta.  
Diferenciando la ecuación 3.26, obtenemos: 
 dh du Pdv vdP= + +   (3.27) 
En un proceso de gas real, irreversible, la variación de energía interna del gas se expresa: 
fdu q u Pdvδ δ= − −   (3.28) 
Combinando las ecuaciones 3.27 y 3.28, resulta:  
 fdh q u vdPδ δ= − +  (3.29) 
donde fuδ  es la pérdida de energía interna del gas en el proceso irreversible de varia-
ción de la entalpía. Ahora bien, en un proceso reversible, dicho término es cero; por 
tanto: 
  q dh vdPδ = −  (3.30) 
Si el proceso es adiabático ( )0qδ =  y reversible, es decir isentrópico, resulta:  
 0dh vdP− =   (3.31) 
3.5.1 Cambio de entalpía en un gas perfecto 
Diferenciando la ecuación 3.26, obtenemos: 
 ( )dh du d Pv= +   (3.32) 
Para un gas perfecto, se cumple: 
 vdu c dT=  y ( )d Pv RdT=  
Así, la ecuación 3.32 resulta: 
vdh c dT RdT= +  
Y, como  vc R+ es igual a :  
 ph c dT=    (3.33) 
La ecuación 3.33 permite calcular, por integración, el cambio de entalpía del gas entre 
los estados a temperaturas 2T  y 1T . El resultado que se obtiene es: 









h h c dT− = ∫  (3.34) 
Si el gas perfecto en cuestión tiene calores específicos constantes en el intervalo de 
temperaturas 1T  a 2T , entonces la ecuación 3.34 resulta: 
 ( )2 1 2 1ph h c T T− = −  (3.35) 
 
3.5.2 Cambio de entropía en un gas perfecto 




= +   (3.36) 
Para un gas térmicamente perfecto, la ecuación de la energía interna y la ecuación de 
estado, aplicadas a la ecuación 3.36, la transforman en la siguiente: 
 v
dT dvds c R
T v
= +  (3.37) 








  (3.38) 
Dividiendo por Pv  la ecuación de estado en forma diferencial Pdv vdP RdT+ = ,  resulta: 
  ( ) ( ) ( )/ / /dT T dv v dP P− =  
que, sustituida en la ecuación 3.38, da por resultado:  
 p
dT dPds c R
T P
= −   (3.39) 
La integral indefinida de la ecuación 3.39 es:  
 p
dTs c RlnP cte
T
= − +∫ .  (3.40) 
La constante de integración se puede calcular a partir de un estado de referencia me-
diante el cual podemos determinar el cambio de entropía del gas perfecto al pasar al 
estado de coordenadas termodinámicas ,P T . 
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3.5.3 Cambio isentrópico de estado 




=   (3.41) 
Habida cuenta de las relaciones p vc c R− =  y ( )/p vc cγ = , su sustitución en la ecua-






−  =  
 
  (3.42) 
Teniendo en cuenta que, para un gas perfecto, γ es una constante, la integral indefinida 
de la ecuación 3.40 es: 
































; por consiguiente, sustitu-













La ecuación 3.45 define la relación entre temperatura y presión en una transformación 
termodinámica del estado de un gas perfecto que sigue un proceso isentrópico. 
La relación entre presión y volumen del gas en un proceso idéntico se obtiene por una 
sencilla transformación y se expresa así: 
 .Pv cteγ =   (3.46) 
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3.6 Diagrama de entalpía-entropía 
La mayoría de los procesos de dinámica de gases se pueden ilustrar gráficamente repre-
sentándolos en un diagrama de entropía-entalpía, denominado diagrama de Mollier. La 
figura 3.3 ilustra esquemáticamente este diagrama. 
 
Para un gas perfecto, tanto la entalpía como la energía interna son proporcionales a la 
temperatura; por tanto, para trazar el diagrama entropía-entalpía, se puede emplear 
cualquiera de aquellas tres magnitudes. Las características generales del diagrama de 
entropía-entalpía para un gas perfecto se deducen de la manera siguiente. 
Integrando la ecuación diferencial de variación de la entropía, expresada de la forma: 
( ) ( )/ / ,vds c dT T R dv v= +  





T vs s c ln Rln
T v
   
− = +   
   
 (3.47) 




T Ps P T c R
T P
   
= −   
   
 
A partir de la ecuación 3.47, se pueden determinar las líneas de volumen específico 












− − = = 
 
  (3.48) 
Esta ecuación muestra que las curvas de ( ) 1 / .,v cteρ= =  denominadas líneas -v o 
líneas - ρ , son curvas exponenciales en el plano T, s. 
Las curvas de presión constante, o líneas -p o isóbaras, vienen dadas por:  
Fig. 3.3.  
Diagrama de 
 Mollier 


























En la figura 3.4, se han representado las curvas correspondientes a las ecuaciones 3.48 
y 3.49 para el aire, supuesto gas perfecto, con 1,4γ =  y R = 287,04 J/kg·K. En dicha 
figura, se ha representado, en el eje de abscisas, la entropía adimensional s/R. Las con-
diciones de referencia de las curvas de la figura son T0 = 294,4 K y P0 = 1 atm. 
 
Puesto que el valor de referencia de s/R es arbitrario, se ha tomado s0/R = 12.  
3.7 Velocidad de propagación de pequeñas perturbaciones 
En dinámica de gases, la velocidad de propagación de una pequeña perturbación de 
presión, denominada velocidad del sonido o velocidad acústica, y la relación de la 
velocidad de flujo con la velocidad del sonido, denominada número de Mach, son pro-
piedades importantes del proceso de flujo. 
Considerado un fluido compresible como un continuo cuyo módulo volumétrico isen-
trópico es ( )/s sk v dP dv= − , se demuestra, como se explica más adelante, que una 
pequeña perturbación de presión se propaga a la velocidad del sonido a , dada por: 
 ( )1/2/skα ρ=  (3.50) 
donde ρ es la densidad del fluido. 
La magnitud del módulo 𝑘𝑘𝑠𝑠 de un fluido compresible depende de cómo es comprimido 
el fluido. Si el fluido es un gas perfecto y el proceso de compresión es isotrópico, en-
tonces sk Pγ= . Introduciendo este valor de sk  en la ecuación 3.50, se obtiene la ex-
presión siguiente para la velocidad del sonido en un gas perfecto:  
 ( ) ( )1/2 1/2/a P RTγ ρ γ= =  (3.51) 
Fig. 3.4. 
Características de 
las líneas isocoras 
e isobaras en el 
plano T, S 
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La velocidad a la cual viaja una pequeña perturbación de presión en un fluido depende 
de su longitud de onda. Si la densidad molecular es grande, lo cual equivale a que el 
recorrido libre molecular es muy pequeño, una pequeña perturbación de presión se 
propaga en el medio con una pequeña pérdida de energía. Por el contrario, si la densi-
dad molecular es pequeña, como es el caso del aire a gran altitud, el recorrido libre 
molecular puede ser tan grande que llegue a ser de igual o mayor longitud que la de la 
onda acústica. En tal caso, el transporte de moléculas de la rama de alta presión de la 
onda a la de baja presión causa una disipación de su energía, amortiguándola. 
En la dinámica de gases, las perturbaciones de presión se producen en el flujo de gas a 
velocidad V. La experiencia enseña, y la teoría ratifica, que la relación entre la veloci-
dad del gas V y la velocidad del sonido en él, denominada número de Mach, es una 
magnitud muy importante, que sirve para clasificar las diferentes clases de flujo de gas 
por la influencia que en él tienen los efectos de compresibilidad. Además, la teoría 
desarrollada para explicar la fenomenología del flujo y las relaciones entre las propie-
dades de estado del gas y las magnitudes por las cuales se define su movimiento aporta 
ecuaciones explícitas en términos del número de Mach. 
Por ello, se considera conveniente explicar, mediante los recursos analíticos de la me-
cánica de fluidos, cómo se propaga una pequeña perturbación de presión en el seno de 
un gas en movimiento y cómo la velocidad de dicha propagación de la perturbación es 
la velocidad acústica o velocidad del sonido en el gas, poniendo de manifiesto la in-
fluencia de la naturaleza del gas, por su constante R, y la de su estado termodinámico. 
Sea V la velocidad del gas en que ocurre una pequeña perturbación de presión dP que 
se propaga como una onda frontal plana. 
La figura 3.5 muestra que el paso de la onda de presión a través del fluido le imprime 
un cambio de velocidad infinitesimal dV en la dirección de propagación de la perturba-
ción, al tiempo que va modificando el estado termodinámico del gas.  
 
Sean ,  y dP dT dρ  los cambios elementales de las propiedades de estado que se han 
producido. Entonces, con el fin de establecer las condiciones de equilibrio dinámico del 
frente de onda que se desplaza a la velocidad , a se le asocia un volumen de control 
estacionario / 0, V t∂ ∂ =

al cual se aplica la ecuación de cantidad de movimiento, como 
se muestra en la figura 3.6. Dicha ecuación, para un observador que se mueve a la 
misma velocidad que la onda de presión, se escribe: 
Fig. 3.5. 
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A partir de los valores de las magnitudes que se muestran en la figura 3.6, representati-
vas de las fuerzas de presión y de las cantidades de movimiento que operan en el volu-
men de control, la ecuación 3.52 tiene la solución siguiente: 
 ( ) ( ) ( )PA P dP A m a dV m a − + + = − − − −     (3.53) 
Por otra parte, la ecuación de continuidad se escribe: 
 ( ) ( )aA d A a dVρ ρ ρ= + −   (3.54) 
Resolviendo en dV  y despreciando los términos de orden superior al primero, resulta:  
 ddV a ρ
ρ
=   




=  (3.55) 
Ahora bien, habida cuenta de que el gas es ideal y que el proceso es adiabático sin 
fuerzas de campo ni realización de trabajo, la variación de la presión con respecto a la 
variación de la densidad del gas ocurre en un proceso isentrópico. Entonces, la ecua-







=  ∂ 
  (3.56) 
Por consiguiente, la velocidad con que se propaga una pequeña perturbación en un gas 
es la del sonido.  
(Ver [ZH76])  
Fig. 3.6. 




Se comprime aire desde la presión de 1 atm y 300 K de temperatura a la presión final 
de 3 atm. Calcula el trabajo de compresión si el proceso es isentrópico y si el rendi-
miento de compresión es 0,80.cη =  Calcula el cambio de entropía correspondiente en 
este segundo caso. 
Resolución 
Un método rápido y simple consiste en utilizar la tabla de propiedades termodinámicas 
del aire. De ella se reproduce la parte que va desde 260 K hasta 650 K. 
Para 1 300 KT = , la tabla muestra los siguientes valores de entalpía, presión reducida y 
parámetro ϕ: 
1h 301,329 kJ / kg=  , r1p 1,0219=  y 1 6,7035kJ / kg·Kφ =  






= = , resulta  2 13· 3·1,0219 3,0657r rp p= = =  
En la tabla, a 2 3,0657rp =  le corresponden 2 410,12 KT = , 2 412,418kJ / kgih = ; por 
tanto: 
2 1 412,418 301,329 111,089kJ / kgci ih h h∆ = − = − =  
Si el rendimiento de la compresión es 0,8, entonces:  / 0,8 138,861kJ / kgc cih h∆ = ∆ = ; 
por tanto, el valor de la entalpía y de la temperatura del aire, una vez comprimido, es: 
2 1 301,329 138,861 440,190kJ / kgch h h= + ∆ = + =  
A partir de este valor de la entalpía, la tabla da 2 437,43 KT =  






φ φ∆ = − −
 
Para 2 437,43 KT = , se encuentra en la tabla 2 7,0844kJ / kg·Kφ = ; por consiguiente: 
( )7,0844 6,7035 0,28704 ln 3 0,0655kJ / kg·Ks∆ = − − =  
 
Nociones de termodinámica 
 
101 
Propiedades termodinámicas del aire (tabla parcial) 
 
(Ver [ZH76]) 
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Ejercicio 2 
En una turbina multicelular de flujo axial, se expansiona aire desde la presión 
5
1 6·10 PaP =  a la presión final 
5
2 10 PaP = , con una pérdida de presión en cada célula 
despreciable. 
Sabiendo que la temperatura del aire en la entrada es 1 1.100 KT = , y suponiendo que el 
aire se comporta como un gas perfecto de relación de calores específicos 1,333γ = , 
calcula la temperatura de escape 2T  en los procesos siguientes: 
1. Expansión adiabática reversible 
2. Expansión adiabática irreversible de rendimiento politrópico 0,85η =  
3. Expansión con una pérdida de calor en cada célula del 10 % de la caída de entalpía 
en la misma. 
4. Expansión reversible con una pérdida de calor proporcional a la temperatura absoluta 
del aire. 
Además, calcula los incrementos de entropía que se producen en los procesos (2) y (3), 
y representa cualitativamente en un diagrama ,T s  la evolución del estado del aire en 
los procesos (1), (2) y (3). 
 
Resolución 
1.En una expansión adiabática reversible, se cumple, e integrando entre los estado
cte.S = → 0 p
dPdS c dT RT
P
= → =  inicial y final resulta ( )( )1 /1 2 1 2/ /T T P P
γ γ−=     (1) 
Sustituyendo valores, se obtiene:  ( )0,333/1,3332 1.100 / 6T =   → 2 703,09 KT =  
2. En este caso, la ecuación (1) se transforma en ( )
γ 1η
γ1 2 1 2/ P / PT T
 −
 
 = . Sustituyendo 





= . O sea, ( )0,212341 1.100 / 6T =  →
1 751,9 KT =  
3. La pérdida de calor se expresa:. 
0,9· 0,9·
0,9r p p
dP dT R dPdQ dh c dT RT
P T c P













  →  ( )0,333/0,9·1,3332 1 / 6T T=   → 2 668,96 T K=            
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4. Por ser reversible la expansión, ·rdQ T ds=     →     
dPTds dh
P
= −     →
p
dT dPds c R
T P
= − . Integrando, simplificando la expresión y ordenando términos, se 
obtiene: 
12 1 1 1
2 2
/





 −  =   

















 =  
  
 
La evaluación de la temperatura exige conocer la variación de entropía en el proceso. 
En el caso (2), la variación de entropía viene dada por ( ) 12 1
2
1 p




− = −  
 
 y, 





En el caso (3), la variación de entropía vine dada por 0,1· .p
dTds c
T





Ts s c ln
T
 
− =  
 












   
− = − = −   
     








La figura anexa muestra la evolución del estado el aire en los procesos (1), (2) y (3): 
(Ver [Vi93]) 
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Ejercicio 3 
En la figura, se representa el esquema de una instalación de compresión y almacena-
miento de gas que comporta un conducto de aspiración de 0,1 m2 de área de su sección 
recta, un compresor, un refrigerador externo, un conducto de impulsión y un depósito 
de almacenamiento. 
El compresor impulsa un flujo másico de gas de 6 kg/s comprimiéndolo para que pase 
de las condiciones en el recinto de aspiración, P0 = 1,033·105 Pa (abs), T0 = 293 K, a las 
del depósito de almacenamiento, P20 = 5·105 Pa (abs), T20 = 400 K, habiéndose extraído 
en el refrigerador externo 150 Kcal/s. 
El peso molecular del gas es 32 y se considera un gas perfecto de calores específicos 
constantes.  
Si el rendimiento del compresor es del 65 %, ¿cuál es el valor de la potencia absorbida 




En principio, considerado el proceso de compresión y trasiego del gas diabático rever-





= ∆ −  (1) 
donde m   es el flujo másico del gas, 0h∆  es el incremento de la entalpía de remanso 
del gas, y /Q dtϑ  es el flujo de calor cedido por el sistema, que se aplica con signo 
negativo. 
El incremento de la entalpía de remanso del gas se escribe: 0 0 01p









Sustituyendo valores, se obtiene:  
( ) 3












  es la inversa del equivalente térmico del trabajo ( J / Kcal).  
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Resulta 31.208,77·10  W 1.208,77 kWW
dt
ϑ
= = , y la potencia absorbida por el compresor  




ϑ ϑ = = =

. 
Así pues, la potencia absorbida por el compresor es de 1.859,65 kW. 

















Por flujo, se entiende el movimiento de la materia en estado fluido. Como movimiento, 
puede ser estacionario, no estacionario, uniforme, no uniforme, rotacional, irrotacional, 
ordenado o laminar, caótico o turbulento, libre o confinado, entre otras modalidades de 
menor significación.  
Como fluido, se puede tratar de un líquido, un gas o un vapor, incluyendo desde metales 
fundidos y vapores metálicos hasta gases y vapores a muy baja densidad. Además, según 
su módulo elástico y su módulo de rigidez, los flujos pueden ser incompresibles y com-
presibles, viscosos y de viscosidad despreciable a efectos prácticos, newtonianos y no 
newtonianos, sin olvidar que pueden tener una característica u otra según sea cuál su 
estado termodinámico, definido por sus variables T y P. 
Como quiera que en este libro se trata esencialmente de la dinámica de gases de carácter 
newtoniano en régimen de flujo estacionario y no estacionario, confinado y libre, cabe 
considerar, según si el gas es ideal, perfecto o real, y en función de su estado termodiná-
mico, los siguientes tipos genéricos de flujo: 
− Flujo adiabático de un gas perfecto newtoniano sin efectos de compresibilidad 
− Flujo de gases ideales en procesos isoentrópicos y homoentrópicos 
− Flujos de Fanno y de Rayleigh 
− Flujo de gases con adición simultánea de calor, de masa y de cantidad de movimiento 
A partir de las ecuaciones generales de estos flujos, se irán exponiendo otros que consti-
tuyen un complemento de apoyo para analizar el flujo en sistemas y dispositivos de in-
terés para la ingeniería (transporte de gas por tuberías y sus accesorios, toberas de 
empuje, eyectores, chimeneas, etc.), como pueden ser los flujos libres (chorros y pena-
chos), los flujos en contacto con una pared (capa límite) y los flujos confinados, pres-
tando atención, cuando proceda, a los efectos de la compresibilidad (flujo transónico, 
sónico, supersónico e hipersónico), a la existencia de perturbaciones de presión (ondas de 
expansión, ondas de choque, etc.), a la influencia de la adición de calor, de masa y de cantidad 
de movimiento (mezclas reactivas, límites de explosión, etc.).  
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La deducción de las ecuaciones fundamentales del movimiento de los gases, ya sean 
considerados ideales, perfectos o reales, implica admitir que en ellos se cumple la hipó-
tesis del continuo. La hipótesis del continuo, más conocida como postulado del continuo, 
establece que la estructura molecular de cualquier sustancia es tan pequeña, con respecto 
a las dimensiones características del dominio en que ocurren los fenómenos físicos y 
químicos, que se la puede ignorar. Bajo esta hipótesis, se describe el estado de una sus-
tancia en términos de sus propiedades, que son los valores medios de las magnitudes 
susceptibles de medición de muchas moléculas como, por ejemplo, la densidad. Estas 
propiedades, asentadas en una distribución continua de materia, son descritas por fun-
ciones continuas de posición y de tiempo.  
A continuación, se explica con más detalle el postulado del continuo. 
 
4.1.1 El postulado del continuo 
Para que un gas satisfaga el postulado del continuo, el recorrido libre medio molecular 
ha de ser pequeño, comparado con una dimensión lineal característica L significativa y 
pertinente para el campo de flujo. La relación entre ambas magnitudes ( / Lλ ) se deno-
mina número de Knudsen. 
 /Kn Lλ=  (4.1) 
El recorrido libre molecular λ es la distancia lineal que recorre, por término medio, una 
molécula antes de colisionar con otra. Este recorrido es habitualmente muy corto; así, el 
intervalo de tiempo transcurrido entre las colisiones también es muy corto. El valor de λ 
depende, además de las variables de estado P,T del gas, del tamaño de las moléculas. 
Para colisiones elásticas de moléculas que tienen una distribución de velocidad del mo-
delo Maxwell, el valor de λ viene dado por 
 2
1
2.( . . )N d
λ
π
=  (4.2) 
En la ecuación 4.2, 𝑁𝑁 es el número de moléculas por metro cúbico y 𝑑𝑑 es el diámetro 
efectivo molecular, en metros.  
Si 𝑚𝑚 denota la masa de una molécula y ρ la densidad del continuo gaseoso, entonces: 





=  (4.3) 
La tabla 4.1 presenta valores típicos aproximados de los diámetros moleculares y de λ a 
T =  298,15 K y P = 1 atm. 
 
 Gas 
 A He N2 O2 CO2 NH3 
D, m·10-10   2,90   2,00 3,50    2,95 3,30   3,00 
λ, m·10-8 10,90 22,90 7,46 10,50 8,39 10,20 
 




culares y λ (T = 
298,15 K y P = 1 
atm) 
Flujo, tipos y ecuaciones fundamentales 
109 
El número de Knudsen está relacionado con el número de Reynolds,   / Re L v ρ µ= ⋅ ⋅  , y 
con el número de Mach,   /M v a=  (a es la velocidad del sonido en el gas), de la forma: 
 1, 26. .
Ren
MK γ  =  
 




γ =  (4.4) 
Para valores de 1Re >> ,una longitud característica significativa es el espesor de la capa 





≈  (4.5) 
siempre que se cumpla  7    1.M y Re≤ >>  
Por consiguiente, para valores grandes de Re, resulta: 
 
Ren
MK ≅  (4.6) 
El postulado del continuo es aplicable a aquellos flujos para los cuales el número apro-
piado de Knudsen es inferior a 0,01, aproximadamente. 
Resumiendo, un flujo de gas puede suponerse como continuo si: 
 Re 0,01 Re 1nK M y≅ < ≅  (4.7) 
 Re 0,01 Re 1nK M y≅ < >>  (4.8) 
La tabla 4.2 presenta una clasificación de los regímenes de flujo de un gas sobre la base 
del valor del número de Knudsen. 
Kn =λ/L Régimen de flujo 
Kn < 0,01 Continuo 
0,01 < Kn < 0,1 Flujo de deslizamiento 
0,1 < Kn < 3,0 Régimen de transición 
3,0 < Kn Flujo libre molecular 
(Ver [ZH76]) 
4.2 Las ecuaciones fundamentales del movimiento de los gases 
Como en cualquier problema de dinámica de fluidos, el análisis de un problema de diná-
mica de gases se basa en las relaciones entre las cuatro leyes físicas fundamentales: 
− Ley de conservación de la masa 
− Ley de conservación de la cantidad de movimiento 
− Primera ley de la termodinámica 
− Segunda ley de la termodinámica 
Tabla  4.2. Clasifi-
cación de los regí-
menes de flujo de 
un gas en base al 
valor de Kn 
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Estas leyes son independientes tanto de las propiedades del fluido en movimiento como 
del proceso particular del flujo considerado. 
Al aplicar las leyes anteriores a un fluido en movimiento, se han de considerar las pro-
piedades del mismo, su estado termodinámico, las condiciones de valor inicial y de con-
torno, y suponer que el fluido es un medio continuo.  
4.2.1 Breve relato de la evolución histórica de las ecuaciones que gobier-
nan el flujo y sus características fundamentales 
Las ecuaciones que gobiernan el flujo sin efectos de viscosidad de un fluido homogéneo 
fueron deducidas por primera vez por Euler1, que consideró que todas las propiedades 
del fluido eran funciones continuas de posición y de tiempo, representadas por relaciones 
funcionales de la forma: 
 ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,V V x y z t T T x y z t x y z tρ ρ= = =

 (4.9) 
Euler supone que el fluido es continuo y aplica las leyes de conservación de la masa, de 
conservación de la cantidad de movimiento (ley de Newton) y de conservación de la 
energía (primera ley de la termodinámica). 
El hecho de despreciar la viscosidad no significa que las ecuaciones deducidas por Euler 
carezcan de utilidad, ya que en muchos problemas de dinámica de gases el efecto de la 
viscosidad es pequeño. Sin embargo, hay ciertos casos en que el efecto de la viscosidad 
es importante y, por tanto, no puede despreciarse. Fue Navier2 el primero que modificó 
las ecuaciones de Euler para incluir los efectos de la viscosidad para los flujos de fluidos 
incompresibles, a cuyo fin propuso un modelo molecular. En 1845, Stokes3 volvió a de-
ducir las ecuaciones de Navier utilizando una hipótesis macroscópica, más que molecu-
lar, acerca de la viscosidad. Además del denominado coeficiente de viscosidad µ , tal 
como fue definido por Newton4 (coeficiente de proporcionalidad en la relación tensión 
tangencial-gradiente de velocidad en un fluido en movimiento), considera un segundo 
coeficiente de viscosidad denotado por  λ. 
Basándose en la teoría cinética de gases, Stokes supone que, entre ambos coeficientes de 
viscosidad, se cumple la relación ( )2 3λ µ= − , conocida habitualmente como hipó-
tesis de Stokes. 
Se puede demostrar que esta hipótesis es correcta para un gas monoatómico ideal, pero 
en la práctica se ha observado que no restringe la aplicabilidad de las ecuaciones a los 
gases monoatómicos únicamente. 
El resultado final de todas estas aportaciones se conoce como ecuaciones de Navier-
Stokes, cuya expresión vectorial general es:   
 ( ) ( )2 23
DV p V V V f
Dt





En la ecuación 4.10, f

 representa las fuerzas de campo por unidad de masa y 𝑝𝑝, la presión 
definida por Stokes como la tensión normal media que actúa sobre un elemento fluido:  
 ( )13 xx yy zzp σ σ σ= + +  (4.11) 
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Es habitual aceptar que las ecuaciones de Navier-Stokes son válidas tanto para el flujo 
laminar como para el flujo turbulento; sin embargo, en la práctica, no ha sido posible 
obtener soluciones exactas de V

(x, y, z, t) en flujo turbulento. 
La turbulencia no es una característica del fluido, sino del movimiento del fluido. Cada 
flujo turbulento es diferente. La turbulencia consiste en fluctuaciones aleatorias de velo-
cidad, por lo cual no es factible una descripción espaciotemporal del flujo en todos los 
puntos. En su lugar, se han desarrollado ecuaciones que determinan los valores medios 
temporales de las magnitudes, como la velocidad media. A tal fin, se aplica la descom-
posición de Reynolds de la forma siguiente: 
  ',    '  u u u p p p etc= + = +  
donde la tilde (’) indica la variación de la magnitud debida a fluctuación turbulenta, 
mientras que las magnitudes señaladas con la tilde (¯) representan los valores medios 
temporales. 
La transformación de las ecuaciones de Navier-Stokes al incorporar en ellas la descom-
posición de Reynolds da como resultado unas ecuaciones escritas para los valores medios 
de las magnitudes que intervienen, comprendidas las tensiones de Reynolds del tipo 
( )j iu uρ ′ ′−  . 
A título ilustrativo, la ecuación de conservación de la cantidad de movimiento para un 
flujo turbulento bidimensional en una capa límite se escribe así: 
 
( ) ( ) ( )
u u uu v
t x y
u u v u
up







   ′ ′′ ′∂ ∂   ′ ′∂∂ ∂    = − + − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (4.12) 
Por su parte, la ecuación de conservación de la energía propuesta por Van Driest5 se 
escribe: 
 










p T u uu k v u







 ′ ′∂   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′= + + − −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     (4.13) 
En régimen laminar y 0=q , se escribe: 
 
( )pD c T Dp
Dt Dt
ρ µϕ= +  (4.14) 
Obsérvese que, entre ambos regímenes, se encuentran diferencias significativas. Eviden-
temente, además del gradiente de la tensión de presión xp  y la tensión viscosa yuµ , 
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hay la tensión turbulenta de Reynolds) ( )
y
v uρ ′ ′  
, mucho mayor que la tensión viscosa, 
excepto cerca de la pared. 
Por analogía con la viscosidad del fluido µ aplicada al régimen laminar, cabe definir una 
viscosidad turbulenta ε  de la forma:  
 ( ) yuuv ερ =′′   (4.15) 
La ecuación 4.15 se denomina aproximación de Boussinesq,6 y el coeficiente ε recibe el 
nombre de viscosidad de remolino. 
Por otra parte, un examen de la ecuación de la energía muestra que se puede hacer otra 
analogía similar. En efecto, el término { ( ) }p yc v Tρ ′ ′−  es la contribución que la turbu-
lencia hace a la transferencia de calor, por lo cual puede definirse una conductividad 
térmica de remolino 𝐾𝐾t tal que: 
 ( )p t yc v T k Tρ
′ ′=  (4.16) 
A su vez, el término - ( ) yv u uρ
′ ′ representa le energía cinética que es transformada en 
calor por la turbulencia. Por tanto, es análoga a la función de disipación viscosa φ  defi-
nida por Rayleigh, denominada en ocasiones función aparente de disipación. 
Llegados a este punto, cabe preguntarse: ¿Bajo qué condiciones las ecuaciones generales 
del movimiento de un fluido viscoso pueden ser sustituidas por las de Euler, de más fácil 
aplicación? 
Un primer análisis de las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido muestra, 
si este es laminar, que un mecanismo fundamental que se produce en él es el transporte 
de una cantidad de movimiento entre las capas contiguas del fluido, caracterizado por la 
componente del gradiente de velocidad en dirección ortogonal al movimiento y por un 
coeficiente de transporte a escala molecular que es la viscosidad del fluido.  
Si el movimiento es turbulento, a este transporte de cantidad de movimiento a escala 
molecular se le añade el debido a las componentes de fluctuación de la velocidad, que 
puede ser dominante lejos de los contornos y, evidentemente, en los flujos libres. 
Por otra parte, al analizar la ecuación de la energía, observamos que la disipación de energía 
está también asociada a las mismas magnitudes (función de disipación de Rayleigh), ade-
más de la que es atribuible a posibles procesos térmicos irreversibles en flujos reactivos. 
Así pues, en aquellas regiones del movimiento de un fluido en que la componente del 
gradiente de velocidad es significativa, el estudio del movimiento requerirá mantener en 
sus ecuaciones los términos viscosos. Tales regiones pueden denominarse capas de cor-
tadura delgadas, que comprenden no solo las capas límite, sino también los chorros y 
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las estelas. También todos los fenómenos de separación de la corriente están caracteri-
zados por importantes disipaciones de energía, de modo que su estudio no solo requiere 
utilizar las ecuaciones de Navier-Stokes completas, sino también disponer de informa-
ción física adicional en forma de leyes empíricas que aseguren el cierre de las ecuaciones. 
Evidentemente, todos los procesos con disipación de energía son irreversibles, lo cual se 
traduce en un incremento de la entropía del sistema en que ocurren. Ahora bien, a este 
incremento de entropía contribuyen también otros procesos distintos de los de transporte 
de una cantidad de movimiento, como son los de transporte de calor como resultado de 
la existencia de un gradiente de temperatura finito. 
Para valorar los efectos de la viscosidad del fluido en sus procesos dinámicos y energé-
ticos (fenómenos de transporte de cantidad de movimiento y de calor), se dispone de dos 
criterios de semejanza: el de Reynolds y el de  Prandtl. Como es bien sabido, el primero 
se define como /Re VL µρ=  y el segundo, como /pPr c µ λ= . 
La experiencia enseña que, en el movimiento de fluidos reales cuyo número de Reynolds 
es suficientemente alto, y en presencia de contornos, los términos de disipación viscosa 
y de conducción de calor pueden despreciarse a partir de una distancia a aquellos cuyo 
orden de magnitud esté definida por las relaciones: 
− Movimientos por el interior de conductos 
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      
∆

    (4.17) 
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Una vez expuestos los argumentos y establecidos los criterios por los cuales las ecuacio-
nes de Navier-Stokes pueden simplificarse sin que ello repercuta en su validez para el 
análisis de algunos tipos de flujo, a continuación se estudia el flujo de gases reales y 
después se para expondrá cómo se simplifican en las ecuaciones de Euler-Bernoulli. 
 
4.3 El flujo estacionario unidimensional con rozamiento de gases 
perfectos en conductos de área transversal constante y los 
efectos de compresibilidad despreciables 
El conjunto de ecuaciones que definen el movimiento de un gas perfecto es el siguiente: 




→∂  +∇ ⋅ = ∂    (4.19) 
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⋅ = −∇ + + ∇  (4.20) 
− Ecuación de la energía r q v




⋅ ⋅ = −∇ + + +   (4.21) 
− Ecuación de estado ( ),P Tρ ρ=  (4.22)  
En el caso que aquí interesa, las ecuaciones anteriores pueden simplificarse en gran medida. 
En efecto, las tasas de calor que el fluido recibe o cede, por unidad de volumen, debido a 
conducción, radiación y/o reacción química son nulas ( , , 0)r qq q q
→
−∇ =  , el flujo es esta-







VV pues el 
área de la sección recta del conducto es constante. Por tanto, resulta: 
− Ecuación de continuidad                              0V
→
∇ =  (4.23) 
− Ecuación de la energía                                v
DsT
Dt
ρ ϕ=  (4.24) 
− Ecuación de la cantidad de movimiento     
20 p f Vρ µ
→ →
= −∇ + + ∇  (4.25) 
− Ecuación de estado                                      ( ),P Tρ ρ=  (4.26) 
Suponiendo un flujo unidimensional, eso es, que todas las propiedades del fluido sean 
uniformes en la sección transversal del conducto, la velocidad tendrá la dirección del eje 
del conducto y su módulo será el resultado de dividir el caudal que fluye por la tubería 
por el área de su sección recta. 
Si bien las fuerzas másicas debidas al campo gravitatorio [ ]( f gz
→
= −∇ ) son, en general, 
despreciables, es posible que se deban tener en cuenta. Entonces, el problema de flujo se 
limita habitualmente al cálculo de la pérdida de presión reducida que el fluido en movi-
miento experimenta por rozamiento fluidodinámico en un tramo de conducto de longitud 
𝐿𝐿 cuando por él se transporta un caudal ?́?𝑉. 
A tal fin, escrita la ecuación 4.25 para la componente del flujo en la dirección del eje del 
conducto, se obtiene:     
 ( ) ( )0 ² x
p gz µ V
x x
ρ∂ ∂= − − + ∇
∂ ∂

  (4.27) 
Introduciendo en la ecuación 4.27 la presión reducida zgpPr ρ+=  y el coeficiente 
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Como quiera que los efectos de la compresibilidad se han supuesto despreciables, pode-













ρλ∆ =  (4.29) 
En términos del caudal,
2
4











El coeficiente de fricción de Darcy-Weisbach depende del número de Reynolds y de la 
rugosidad relativa equivalente de arena ( )Dε  de la superficie interna del conducto. De 
hecho, la influencia de la rugosidad depende de la relación de su valor con respecto al 
valor del espesor de la subcapa límite laminar de la corriente. Según Von Karman,7 dicho 







=  (4.31) 
Si 3 ,δ ε≥ la rugosidad del conducto no influye. 
Si δ < 3ε , el efecto de la rugosidad se manifiesta progresivamente. 
Si ( )7 8aε δ≈ , el efecto de la rugosidad es predominante. 
El conducto cuya rugosidad relativa equivalente de arena satisface la primera relación se 
denomina “hidráulicamente liso” y el que satisface la tercera relación, “hidráulicamente 
rugoso”. 
En la práctica, los conductos reales pueden dar lugar a un régimen entre liso y rugoso, lo 
cual en muchos casos obliga a determinar experimentalmente la pérdida unitaria de pre-
sión LP∆  en función del caudal V y del diámetro hidráulico hD del conducto.  
Para el cálculo del coeficiente de fricción de Darcy-Weisbach λ , se utiliza, según sea 
el régimen de flujo, una de las ecuaciones siguientes: 
− Régimen laminar, Re 2300≤ → 64
Re
λ =  (4.32) 




= ⋅  (4.33) 
 O las fórmulas aproximadas (Blasius):   5 1/43.000 10 0,316 ReRe λ −=→< < (4.34) 
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 5 610 10Re< <  → 1/50,18 Reλ −=  (4.35) 
 0,320,0056 0,5 Reλ −= +   (4.36) 
− Conducto rugoso 
1 2 1,14Dlog
ελ
 = + 
 
  (4.37) 















  =  
  

  =    
 
− Régimen de transición 






  = − + 
    (4.40) 
Otras fórmulas empíricas son: 
Para Re 470.000< , la fórmula de Leeds 35,0Re.6104,000714,0 −+=λ  (4.41) 
Para 105 Re 2.106< < , la fórmula de Hermann 30,0Re.395,00054,0 −+=λ  (4.42) 
Para 106 108Re< < , la fórmula de Nikuradse 237,0Re.221,00032,0 −+=λ  (4.43) 
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4.3.1 Las pérdidas singulares de carga 
Las pérdidas de carga singulares se producen en las discontinuidades producidas por los 
accesorios que están montados en sistemas de tubería: cambios de sección, codos, curvas, 
válvulas, entronques, etc.  
La pérdida se calcula mediante la expresión: 
2
2s
VP ζρ∆ =  
donde ζ  es el coeficiente de pérdida de carga singular sin efectos de compresibilidad y 
V es, en general, la velocidad de entrada en el accesorio. En el caso de que no puedan 
despreciarse los efectos de compresibilidad, dicho coeficiente deberá corregirse como se 
indica más adelante. En la práctica, cabe sustituir el accesorio por una longitud de tubo 
equivalente.  
El coeficiente de pérdida de carga singular comprende los efectos de fricción y los diná-
micos. Las pérdidas dinámicas son el resultado de las perturbaciones causadas en el flujo 
por los accesorios que se manifiestan por cambios de módulo y dirección de la velocidad 
del fluido a lo largo de una longitud particular de conducto, por lo cual no pueden sepa-
rarse de las pérdidas por fricción. Los valores de los coeficientes ζ  se encuentran en las 
tablas, en los diagramas incluidos en los catálogos de accesorios o en los manuales téc-
nicos.8, 9 y 10 Hay que tener en cuenta que, en el caso de los accesorios instalados a corta 
distancia (inferior a seis diámetros hidráulicos), el modelo de flujo que llega a los acce-
sorios sucesivos difiere del modelo utilizado para determinar los coeficientes de pérdida. 
A título de ejemplo, se expone información básica sobre la pérdida de carga en los acce-
sorios que se encuentran más frecuentemente en las instalaciones de las tuberías: codos, 
difusores, entroncamientos y válvulas. 
 
Pérdida de carga en los codos 
En la mayoría de los casos, para el cálculo en ingeniería, el coeficiente de resistencia 
total de codos viene determinado como la suma del coeficiente de resistencia local locζ  
y el coeficiente de fricción frζ , o sea: loc frζ ζ ζ= + , donde ( )/fr hl dζ λ= , con λ to-
mado del diagrama de Moody como función del número de Reynolds y de la rugosidad 




δπ δ= =  (δ en grados). 
El coeficiente de resistencia local se calcula a partir de la fórmula sugerida por  Abramo-
vich 1 1 1 loc A B Cζ = . La definición y el valor de los coeficientes, que son función de los 
parámetros que definen la forma del codo, se encuentran en la publicación [Id86]. 
Las figuras 4.2 y 4.3 muestran el coeficiente de pérdida en codos de 90º en función del 
número de Reynolds y del ángulo de desviación del eje del codo con respecto a la direc-
ción del conducto previo bθ  y la relación /r d , respectivamente.  





Pérdida de carga en los difusores 
Cuando un difusor descarga en un gran recinto, denominado difusor de descarga libre, 
el coeficiente de pérdida tiene en cuenta toda la pérdida de energía del flujo. Para carac-
terizar el difusor, se utiliza el denominado coeficiente de recuperación 𝐶𝐶𝑝𝑝, definido como 
1p dC ζ= − . 
Si el difusor tiene un tubo recto a partir de su salida, entonces el coeficiente de recupe-
ración se define como ( )21 21 /p dC A A ζ= − − . 
Fig. 4.2  
Coeficiente de 
pérdida de carga 
de codos en fun-




pérdida de carga 
en función del án-
gulo de desvia-
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En la figura 4.4, se muestran curvas de valores de pC  en el plano 2 1/A A , 1/N R . 
Como se ha dicho, en las publicaciones [Id86] y [Mi90] se halla información detallada 
sobre las pérdidas en estos accesorios. 
Pérdida de carga en los entronques 
La figura 4.5 muestra el coeficiente de pérdida de carga en los entronques de canto vivo 
a 45º y 90º, en función de la relación de caudales que se indican. Son muchas las variantes 
de entronque no solo por su geometría, sino también por la dirección de los flujos en él. 
Los comentarios anteriores son también aplicables en este caso. 
 
Fig. 4.4. 






Fig. 4.5.  
Coeficiente de pér-
dida de carga en los 
entronques9 
 





Coeficiente de pérdida de carga en las válvulas 
Dada la gran variedad de válvulas y grados de abertura, se aconseja utilizar los datos 
suministrados por los fabricantes, siempre que sean fiables. En su defecto, pueden utili-
zarse los coeficientes de pérdidas que se indican en publicaciones especializadas, como 
[Id86] y [Mi90]. Las figuras 4.6.a y 4.6.b están tomadas de [Mi90]. 
Fig. 4.6. 
Coeficiente de 
pérdida de carga 
en a) una válvula 
de diafragma b) 
una válvula de 
compuerta9. 
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4.4 Los movimientos isoentrópicos y homoentrópicos. La ecuación 
de Euler- Bernoulli para gases 
En un apartado anterior, se ha dicho que, cuando el número de Reynolds es suficiente-
mente grande, se pueden suprimir los términos de disipación viscosa y de conducción de 
calor de la ecuación de la energía. 
En dichas condiciones, y en el supuesto de que existan transferencias de calor por radia-
ción rq  y por reacción química  qq , las ecuaciones generales se simplifican en las si-
guientes:  




+∇ = ∂  
   (4.44) 





= −∇ + ⋅   (4.45) 
− Ecuación de la energía r q
DsT q q
Dt
ρ ⋅ = +      (4.46) 
Cuando el efecto de adición de calor por radiación o por reacción química es despreciable 
porque el incremento de entropía que produce es pequeño, las ecuaciones anteriores se 
pueden simplificar todavía más. 









     
 (4.47) 




= ,  y ps s=  (4.48) 
Donde sp es la entropía que tenía el elemento fluido en el instante inicial. 
Los movimientos que cumplen la condición 4.48 reciben el nombre de isoentrópicos. 
Cuando, además, todas las partículas tienen la misma entropía 0s  en el instante inicial, 
o sea, 0ps s= , entonces se verifica: 
 0s∇ =  (4.49) 
La condición 4.49 define, matemáticamente, los movimientos homoentrópicos. 
En los movimientos homoentrópicos, todas las partículas fluidas tienen, en cada instante, 
la misma entropía, que puede ser función del tiempo. Un movimiento es homoentrópico 
si es isotrópico y, además, tiene la misma entropía inicial para todas las partículas. 
En movimientos cuasiestacionarios, para los cuales 0  r ct t t= , la ecuación 4.46 se re-
duce a: 
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donde s t∂ ∂  es la variación temporal local de la entropía en la dirección de la línea de 
corriente. Resulta, pues, que s=s1(t), donde 𝑠𝑠1 puede variar en el curso del tiempo y de 
una línea de corriente a otra. 
Si, corriente arriba, todas las líneas de corriente provienen de una región donde la entro-
pía es uniforme, s1=s0(t) el movimiento resulta homoentrópico. 
El hecho de que en un fluido se satisfaga la ecuación ( )0  s s t= permite calcular /dP ρ  
y explicitar la ecuación que se aplica a un fluido compresible. 
En efecto, cuando ( )0 , s s t= se verifica:  
 ( ) ( )0, ,P s P sρ ρ ρ= =  (4.51) 
Ahora bien, en procesos isoentrópicos, se cumple:  
 . teP Cγρ− =  (4.52) 
Por tanto, 10 . . .1 1
te
p
dP C RT c T h Cγγ γρ
ρ γ γ
−   = = = = +   − −   ∫  (4.53) 
Por otra parte, se sabe que, en el gas, se cumple la ecuación . dPT ds dh
ρ
= − , 
que, para 𝑠𝑠 = cte., da: 
dPdh
ρ







 y, por consiguiente, la ecuación del movimiento a lo largo de 





V V h gz
t l
 ∂ ∂
+ + + =  ∂ ∂  
 (4.55) 
La ecuación 4.55 es conocida como ecuación de Euler-Bernoulli para gases a entropía 
constante. 
(Ver [LR57]) 
4.5 La capa límite: parámetros y ecuaciones básicas 
En todos aquellos problemas de dinámica de gases en que el flujo está limitado por una 
pared con la cual el gas está en contacto, su análisis se lleva a cabo dividiendo la corriente 
en dos regiones: una capa de pequeño espesor que está en contacto con la pared, deno-
minada capa límite, en que el movimiento del gas está dominado por efectos de viscosi-
dad, y un núcleo en que el gas se mueve como si no fuera viscoso. A este núcleo, se le 
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aplican las ecuaciones del movimiento isoentrópico en un dominio que difiere del real 
en el espesor de dicha capa límite, mientras que en dicho espesor rigen las ecuaciones de 
flujo viscoso cuya solución, fuera de la pared, debe coincidir con la del flujo en sus en-
trecaras con el núcleo (v. anexo II). 
Así, resulta que en muchos problemas de dinámica de gases es necesario conocer y pre-
ver los efectos de la capa límite en las características de los flujos de masa, de cantidad 
de movimiento, de calor, etc., lo cual requiere estudiar, aunque con un alcance forzosa-
mente limitado, los métodos de cálculo de la capa límite que no se desprende. 
Al tratarse de las condiciones más habituales, procede estudiar la capa límite 
turbulenta y, en particular, la de flujos axisimétricos. 
Sea un conducto axisimétrico de eje X y un punto Q cualquiera de su contorno. Sean x 
e y dos ejes locales asociados al contorno del conducto, e Y la distancia de Q al eje.     
El conducto, en general, se caracteriza por la condición kδ << 1, donde k es la curvatura 
de la pared en Q yδ es el espesor de la capa límite en dicho punto. 
De la condición anterior, se deriva, según Prandtl, ∂ ∂p y/ 1<< para y <<δ . Así, las ecua-
ciones de la capa límite se escriben: 
Continuidad ( ) ( ) 0uY vY
x y
ρ ρ∂ ∂+ =
∂ ∂
 (4.56) 
Cantidad de movimiento ( ) ( )21 1 ee e duu Y uvY uY x Y y dx y
τρ ρ ρ∂ ∂ ∂+ = +
∂ ∂ ∂
(4.57) 
Energía ( ) ( )0 0
1 1uh Y vh Y u q
Y x Y y y
ρ ρ τ∂ ∂ ∂  + = − ∂ ∂ ∂  

(4.58) 
donde u y v son las componentes de la velocidad media local; ρ es la densidad media 
local; h0 es la entalpía de remanso media local (h0 = h + u2/2); τ es la tensión de roza-
miento turbulento; q es el flujo específico de calor medio, y ,e euρ  son los valores de
densidad y velocidad del fluido en y = δ . 
Habida cuenta del conocimiento insuficiente de y qτ   en flujo turbulento, la integración 
de las ecuaciones 4.56 a 4.58 se lleva a cabo, en muchos casos, por métodos aproxima-
dos. Estos métodos, inspirados en Prandtl y Von Karman, consisten en integrar las ecua-
ciones generales sobre el espesor δ  y deducir las condiciones que han de satisfacer 
Fig. 4.7. 
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ciertos parámetros globales que se introducen en el curso de la integración. Estos pará-
metros son: espesor de desplazamiento, *δ ; espesor de cantidad de movimiento, **δ , y 
espesor de energía,∆ . 









∗  = − 







∗∗  = − 











∆ = − 
 ∫  (4.61) 
Ahora conviene ver el significado de cada uno de estos parámetros. Para ello, y en rela-
ción  con el espesor de desplazamiento, se integra la ecuación de continuidad: 
( ) ( )
0 0
0uY dy vY dy
x y
δ δ
ρ ρ∂ ∂+ =
∂ ∂∫ ∫  
y, teniendo en cuenta las condiciones en los límites: u = v = 0, y = 0; u = ue, v = ve ,  y = 
δ, resulta: 








duY dy uYdy u Y
x x dx
δ δ
δρ ρ ρ∂ ∂= −
∂ ∂∫ ∫  (4.62) 
Por consiguiente, teniendo en cuenta la definición de δ ′ , se obtiene: 
 ( ) ( )
*
* lne e e
e
v d d u Y
u dx dx
δ δ δ ρ= − −  (4.63) 
Para interpretar esta ecuación, obsérvese que el primer miembro representa la pendiente 
del flujo exterior con respecto a la pared ( /e ev u sδφ = ) en la frontera ( )δ  de la capa 
límite. 
Conocidos ( )xδ , ( )* xδ  y e euρ , la ecuación 4.63 da la condición que debe satisfacer 
el flujo exterior no viscoso sobre la línea de frontera ( )δ  a fin de que se conserve el 
flujo másico, de modo que, en un cálculo exacto del flujo no viscoso, es necesario susti-
tuir la condición habitual v = 0 en la pared por la condición precedente escrita sobre la 
línea ( )δ . 
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=  escrita sobre y = *δ .  
Para tener en cuenta este efecto, basta con calcular el flujo no viscoso en la región que 
resulta de desplazar la pared hacia el núcleo el espesor δ* de la capa límite. Esta es la 
razón por la cual se denomina efecto de desplazamiento. 
En cuanto a la ecuación integral de las cantidades de movimiento, aplicando la misma 
técnica de integración resulta: 
( ) ( ) [ ]2 0 01 ee e duu Y dy u v u dyY x dx
δδρ ρ ρ τ∂ + = +
∂∫ ∫  





e e e e e p
du
u Y dy u v u
Y x dx
δ
ρ ρ ρ δ τ∂ + − = −
∂∫  
A partir de la ecuación 4.63 y de la definición *δ , se obtiene, después de algunas trans-





1 lnp e e e
ee e
dud H d u Y
dx u dx dxu
τ δ δ ρ
ρ
 +







=  (4.64) 
donde H es el factor de forma del perfil de velocidades y de temperaturas en la capa 
límite. 
La ecuación diferencial ordinaria 4.64 se puede integrar paso a paso a lo largo de la 
pared si se conocen el flujo externo, el factor de forma H y el coeficiente de roza-
miento: 
21/
2f f e e
C uτ ρ=  
 
Fig. 4.8. 
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q ds d u Y






Esta ecuación puede integrarse también paso a paso, si podemos expresar el primer 
miembro en función de otros parámetros de la capa límite. 
De hecho, esta ecuación es sustituida con frecuencia por una hipótesis sobre la relación 
/ pq τ . 
4.5.1 Los métodos de cálculo 
Existen numerosos métodos de cálculo de la capa límite a partir de las ecuaciones ante-
riores. Todos tienen puntos en común y, generalmente, difieren solo en las hipótesis em-
píricas elegidas. Son conocidos como métodos integrales y requieren definir el 
movimiento en la capa límite por un perfil de velocidades.Aparte de estos métodos, hay 
otros que aportan soluciones elementales, como los que proponen Crocco y Buse-
mann,11 o Howarth y Stewartson,11 este último para flujos con gradientes de pre-
sión en el caso de capas límites laminares, y los métodos de Eckert, Van Driest, 
Sommer y Short, White y Christoph,11 entre otros, para la capa límite turbulenta. 
Por otra parte, dadas la gran capacidad y la rapidez de cálculo de los actuales or-
denadores, es evidente que son muchos los problemas de capa límite que hallan 
solución por la resolución numérica de las ecuaciones fundamentales a partir de su 
discretización numérica por el método de las diferencias finitas, el método de los 
elementos finitos y el método del volumen finito. Su consideración queda fuera del al-
cance de este libro. 
Por su interés, en relación con el diseño de toberas, se expone brevemente el método 
propuesto por R. Michel.12 
Las hipótesis de partida son las siguientes: 






 =  
 
  (4.66) 
b) El perfil de temperaturas está relacionado con la distribución de velocidad por la ley 
de Crocco modificada: 
 ( ) ( )
2
p f p e f
e e
u uT T T T T T
u u
 
− = − + −  
 
 (4.67) 
donde Tf representa la temperatura de equilibrio adiabático de la pared. 
 
c) La ley del coeficiente de rozamiento, que adopta la forma: 
 1
** 5
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La función g se calcula por el método de la temperatura media T ′  de Eckert, que permite 
tener en cuenta los efectos de la compresibilidad. Esta función está representada en la 
figura 4.9.  
 
 
El método de Eckert consiste en admitir que la capa límite compresible se comporta 
como una capa límite incompresible de temperatura uniforme  T ′  media, función de Tp, 
Tf  y  Te.  
Resulta, pues, que es necesario conocer la distribución de temperaturas parietales pT , o 
sea, para todo x en y = 0, u = 0.  
El flujo de calor en la pared viene dado por  
( ) 1p p f
ep p
T uq T T
y u y
λ λ
   ∂ ∂
= − = −   ∂ ∂   
  (4.69) 
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Para flujos acelerados (n∼7), las hipótesis a y b permiten calcular, aceptando que la capa 
límite es isóbara, e eT Tρ ρ= , los espesores * **yδ δ  y su relación H. R. Michel pro-
pone la expresión: 






= + +  (4.70) 
4.5.2 Los métodos de cálculo del coeficiente de fricción y de la transferen-
cia de calor en la pared 
Muchos de los problemas de dinámica de gases en ingeniería requieren determinar el 
coeficiente de fricción de la capa límite en la pared y también, aunque no tanto, la trans-
ferencia de calor en ella. 
A tal fin, se han propuesto varios métodos de análisis, entre los cuales cabe destacar los 
de Van Driest, Wilson, Eckert y Sommer-Short. A continuación, se exponen los funda-
mentos y los resultados de cada uno de ellos. 
Método de análisis de Van Driest 
La determinación del coeficiente de fricción parietal requiere conocer previamente la 
distribución de velocidad en la capa límite. A tal fin, una primera aproximación consiste 
en adoptar, para la tensión de cortadura en régimen turbulento, la ecuación 
( )22 2 /w k y du dyτ ρ=  y considerar isoterma la pared. Esta aproximación conduce a una 
distribución de velocidad que no es completa, por lo cual Van Driest opta por el método 
integral, que da buenos resultados incluso cuando el perfil de velocidad es solo aproxi-




d u U u dy
dx
δ
τ ρ= −∫  ,  
2
0 cte.2p w p
uc T c T= + =  
Resolviendo la integral utilizando para u  el valor encontrado por el primer procedi-
miento, y suponiendo para el valor de la viscosidad del gas una ley de potencia  ~ Tωµ
, obtiene, después de las debidas transformaciones, el resultado siguiente: 









TT sen sen Cte ln Re c ln
k TA c T
ωα β− ∞ ∞
∞∞
−∞
   +
  + = + − 
    
  (4.71) 











=     
El valor de la constante de integración y de k se puede evaluar por acuerdo de la solución 
4.71 con una de flujo incompresible, como la de Von Karman,14 cuando 0M∞ → : 
 ( )½ 1,70 4,15 log Ref fc c∞ ∞ ∞− = +   
De ello, resulta la ecuación:  
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sen sen c ln
TA c T T
ωα β− − ∞ ∞
∞∞ ∞
+
+ = + −   (4.72) 
donde 
( ) ( )
2
2 2
½ ½2 2 2 2
2







A B B TA M












− = + − 
 
        





= − . 
(Ver ref. 3) 
Método de Wilson 
Wilson desarrolló un procedimiento alternativo, utilizando la fórmula de longitud de 
mezcla propuesta por Von Karman, en lugar de la de Prandtl. 
Tras varias transformaciones, y supuesta adiabática la superficie, llega a deducir la si-
guiente ecuación diferencial, que relaciona el coeficiente de fricción con el número de 




13 3 2 5
2 2
2 21 2 2 /w f fks
ff f
kc k cdRe exp kc c dc
ck e cc c
 
   = − + −   
  
 (4.73) 






=      y      2 21 1/ 1
2 2
M Mγ γσ ∞ ∞
− − = + 
 
 
Integrando la ecuación 4.73 y adoptando para las constantes el valor que tienen en el 
modelo de Von Karman para flujo incompresible, resulta: 
 ( )½1 1,7 4,15 log Ref f wc c c− = +   (4.74) 
(Ver ref. 14) 
Método de Eckert 
Eckert utiliza otro método, asumiendo que la ley de potencia un séptimo para la distri-
bución de velocidad en el flujo incompresible turbulento a lo largo de un tubo es también 
válido para flujo compresible turbulento a lo largo de una pared plana si el diámetro del 
tubo d se sustituye por 2δ y la velocidad en la línea central del tubo se sustituye por la 
velocidad en el borde exterior de la capa límite. Además toma para ρ y μ los valores 
medios apropiados. Entonces, la tensión de cortadura es:  
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   
=    
     
Realizadas varias transformaciones y aceptados algunos supuestos, se llega a la ecuación 
   











  = =   
   








   = −   




 =  
   
(Ver ref. 15) 
Método de Sommer y Short 
Sommer y Short desarrollaron un método empírico basado en el concepto de temperatura 
de referencia y en la fórmula de Von Karman para el arrastre total de una capa límite 
turbulenta de un fluido incompresible sobre una placa plana. Su definición de coeficiente 












 (4.76)  
donde ' '/ 'Re Ulρ µ=  es el número de Reynolds con base en la viscosidad definida por 
la fórmula de Sutherland y en una temperatura de referencia dada por: 




= + + − 
 
 
A partir de la ecuación (4.76), hechas las oportunas transformaciones, llegan a la defini-
ción siguiente del coeficiente total de fricción del flujo compresible sobre una placa plana 
de longitud l: 
 ' '/f fC C ρ ρ∞=  (4.77) 
(Ver [Ca72], [Sch60]) 
(Ver ref. 16)  




En un túnel de viento, se ensaya aerodinámicamente una maqueta cuyas dimensiones 
son: 0,02 m de altura y 0,2 m de longitud. Las condiciones del ensayo son: 
 30,018 kg / m , 154 K, 833 Pa, 1.743 m / sT P Vρ = = = =   
A dichas condiciones experimentales, corresponde 7M = . 
Para medir la presión de remanso de la corriente, se instala en la parte frontal de la ma-
queta una aguja hipodérmica de 8.10-5 m de diámetro exterior, que actúa como sonda de 
Pitot. 




En primer lugar, hay que determinar el número de Reynolds de la corriente en cada una 
de las zonas, en la maqueta y en la sonda, para decidir qué fórmula del número de 
Knudsen debe aplicarse al problema para decidir la respuesta. 
Para la maqueta, el número de Reynolds debe definirse en términos de su longitud 0,2 m 







= = =    






−= = = ≅  o sea: el régimen de flujo se 
encuentra en el umbral continuo-deslizamiento, por lo cual cabe esperar efectos de flujo 
rarificado despreciables. 
Para el tubo de Pitot, el número de Reynolds debe definirse en términos del diámetro de 










= = =   
Para este régimen de flujo, el criterio del número de Knudsen antes adoptado tendría por 
valor 0,488, propio del régimen de transición; sin embargo, si se adopta el criterio 
/Kn M Re= , se obtiene 7 / 205,7 0,034Kn = = , que corresponde más bien a un régi-
men de deslizamiento. 
En principio, pues, cabe sospechar que, al nivel de la sonda, habrá que tener en cuenta 
los efectos del flujo rarificado. 
(Ver [ZH76]) 
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Ejercicio 2 
Sea una capa límite turbulenta de aire sobre una placa plana cuya temperatura de super-
ficie es igual a la de la corriente libre. La placa tiene un ancho de 0,35 m y una longitud 
1,75 m. La temperatura de la corriente libre, la presión y la velocidad son de 900 K, 0,7 
bar y 500 m.s-1, respectivamente. Utilizando el método de Van Driest, calcula la tensión 
de cortadura en la pared, en función de x, el arrastre total de la placa y el calor transferido 
a la placa. 
Resolución 
Por el método de Van Driest, el coeficiente de fricción de la corriente de aire sobre la 
placa viene dado por la ecuación: 
( ) ( )1 10,242 0,41
/ ff w
sen sen log Re c
A c T T
α β− − ∞ ∞
∞ ∞








( ) ( )
2
2 2 2
½ ½2 2 2 2
2 1 1,   ,   ,   1 1
2 24 4 w w
T TA B B A M B M
T TB A B A
γ γα β ∞ ∞∞ ∞
− − − = = = = + −  + +
   
/Re Uxρ µ∞ ∞ ∞=    , ( )0,76/ /T Tµ µ∞ ∞=  y /M V a∞ = , con  a RTγ=  
Para el aire a 900 K y 0,7 bar, tenemos: 
γ 1,4= , 2 2 1R 287,04 m s K− −=  
 
5 3/ 0,7·10 / 287,04·900 0,271 kg.mP RTρ −∞ ∞ ∞= = =  
/ 1T T∞ =   →  μ ( ) 7 7900 k 1.624·10 0,271 440,1·10  Pa·sµ − −∞= = =  
Sustituyendo valores, se obtiene:    
 500 / 1,4·287,04·900 0,8314M∞ = =  
 
7 70, 271·500· / 440,1·10 0,3079·10Re x x−∞ = =  
( )1 1
0,3718 , 0,3718  0,1147, 





= = → = −
− = − = =
 
( ) ( )½ 7 ½0,2511 0,41 0,3079.10 . 27,47 3,982 .f f f fc log x c c log x c− −∞ ∞ ∞ ∞= + → = +     
O sea:  
 ½ 27,47 3,982·log 3,982.logf fc x c
−
∞ ∞= + +   
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Los resultados están representados en la figura siguiente: 
 
 
La función de ajuste de los resultados es 0,37820,001823 0,001378·fC x−= +  con 
2 0,9997r =  





w fF adx U a c dxτ ρ ∞= =∫ ∫  
Sustituyendo fc , se obtiene ( ) ( )0,3782
0
1 0,001823 0,001378· dx
2
L
F U a x∞ρ
−= +∫  
Integrando y sustituyendo valores, se obtiene:  
 
( ) ( )
0,6218




 = + =
 
   




















Integrando y sustituyendo valores, se obtiene: 




 = + =
 
   
(Ver [Vi15] y [Schr82]) 
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Ejercicio 3 
Sabiendo que la distribución de velocidad en la capa límite a 50 cm del borde de ataque 





   = −   
   
, determina: 
1.  El espesor de desplazamiento *δ  y el espesor de la cantidad de movimiento θ de la 
capa límite en dicho punto. 
2.  El valor de la tensión tangencial sobre la placa, admitiendo que a dicha distancia la 
capa límite es laminar. 
3.  El espesor de la capa límite allí, sabiendo que: 
(i) el fluido es aire de densidad 1,29 kg/m3 y viscosidad dinámica 1,81·10-4 poises 
(ii) la velocidad del aire fuera de la capa límite es de 6 m/s 
Resolución 









 ∫ . Sustituyendo 0
u
U














Resulta: ( )* 1/ 3δ δ=  (1) 





















Y resulta: ( )2 /15θ δ=  (2) 








Sustituyendo el gradiente de velocidad derivado de la ecuación de distribución de velo-
cidad en la capa límite, resulta:  
2






= −      
 en 0y = .  
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=  (3) 
El cálculo de 0τ  requiere determinar el valor de δ. Para ello, se plantean dos ecuaciones 
para la misma magnitud, la fuerza de arrastre de la corriente sobre la placa, ambas en 











δ∫ , que es la fuerza de arrastre sobre la placa, y 
2 2 2
0 0 0
0 00 0 0
2      1
15
u uF U udy u dy U dy U
U U
δ δ δ
ρ ρ ρ ρ δ
 
= − = − = 
 ∫ ∫ ∫  
que es la misma fuerza expresada  como variación de la cantidad de movimiento de la 
corriente en la capa límite, en x. 













νδ −= = m (4) 
 













νθ −= =  






Desde una estación de compresión de un tramo de gaseoducto, de 30 km de longitud y 
0,13 m de diámetro interior, se ha de impulsar un flujo másico de 1,2 kg·s-1 de metano a 
un depósito de reserva de una fábrica de vidrio, cuya presión absoluta es de 2,5·105 Pa y 
la temperatura, de 20ºC. 
Sabiendo que la rugosidad relativa de la tubería ε/D es de 0,00078 y que la viscosidad 
dinámica del metano a 20ºC es de 1,08·10-5 Pa·s, calcula la presión de impulsión en el 
supuesto de que el flujo sea isotermo. 
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Resolución 
El estado de equilibrio del sistema en términos de presión y pérdida de carga de la co-
rriente de gas en él se expresa del modo siguiente: 
 
2 2





P P PLG ln f
P D P
ρ
   −
+ =        
 (19) 
donde 24 /G V m Dρ π= =   es el flujo específico de gas en la tubería, 1P  es la presión de 
impulsión y 2 2,P ρ  son representativas del estado del gas en el punto de recepción. 
Para calcular la pérdida de carga en la tubería, es necesario determinar el coeficiente de 
fricción en ella, función del número de Reynolds y de la rugosidad relativa. 
El valor del número de Reynolds es:  
 
5 6Re 4 / 4·1,2 / ·0,13·1,08·10 1,088·10m Dπ µ π −= = =  
Se trata, pues, de un régimen de flujo turbulento rugoso. Para este número de Reynolds 
y el valor de la rugosidad relativa de la tubería, en el diagrama de Moody se encuentra 











    
  + = −           
 (20) 







8.314 /16 273 20
P
RT
ρ −= = =
+
 
Una estima de los órdenes de magnitud de los términos de la ecuación (2) permite supo-
ner que 1 5ln 2076,92,510
P
  es valor del término de fricción, estima que habrá que con-
firmar. 






90,4 ·2.076,9 2,5·10 ·1,642
2,5·10
 
= −  
 
 
de donde resulta:  51 16,2·10  P = Pa 
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5.1 Introducción  
En el movimiento de fluidos compresibles por tuberías, el volumen, la densidad y la 
viscosidad pueden variar de forma muy sensible en función de la presión y de la tem-
peratura. A la disminución de la presión, que se produce como consecuencia del roza-
miento fluido-dinámico en la canalización, le acompaña una expansión del gas, que se 
traduce en un aumento del caudal (es decir, de la velocidad), una disminución de la 
densidad y un aumento de la viscosidad cinemática. 
En no pocas aplicaciones, la utilización y/o la evacuación de fluidos compresibles –
aire, gas combustible, humos, etc.– exige que las condiciones de servicio sean especi-
ficadas en condiciones normales ( 288 K,  1,013 barn nT P= = ) o en condiciones de ser-
vicio ( ),T P . Si el fluido puede ser asimilado a un gas perfecto, las leyes de Mariotte 
y de Gay-Lussac permiten calcular el valor de la presión, de la temperatura y de la 
densidad real del fluido en una u otra condición, y convertirlos de un estado al otro. 
Por otra parte, la fórmula de Sutherland sirve para determinar el valor de la viscosidad 
del fluido en un estado termodinámico conocido. 
Si bien este libro no pretende transferir conocimientos que puedan aplicarse inmedia-
tamente a problemas tecnológicos concretos, sí se considera necesario exponer aque-
llos fundamentos que es preciso conocer para aplicar correctamente la mecánica de 
fluidos en la práctica, y las normas, las instrucciones y los reglamentos que pueden 
acompañarla. 
5.2 Flujo con pequeñas variaciones de densidad 
Si los cambios de presión están limitados a pequeños porcentajes de la presión absoluta 
del gas, como máximo del orden del 5 % de la presión inicial, y las condiciones de 
este, tales como la densidad y la viscosidad, son conocidas en algún punto del sistema, 
puede obtenerse una estimación del flujo másico, de la presión o del tamaño de tubería 
mediante ecuaciones simplificadas del flujo de fluidos reales en conductos. 
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5.2.1 Ecuación de Bernoulli generalizada 
El proyecto de sistemas de conductos de ventilación, acondicionamiento de aire, eva-
cuación de humos y vapores, entre otros, se fundamenta en la ecuación de Bernoulli 
generalizada. Su aplicación más simple es a un conducto rectilíneo de sección recta 
constante, sin accesorios. 
La ecuación de Bernoulli generalizada aplicada a lo largo de la línea de corriente media 





V dP gz φ
ρ
+ + + =∫   (5.1) 
En la ecuación 5.1, vφ  es la energía disipada por unidad de masa a causa de los efectos 
viscosos, y  dP





 ∫ . El término integral representa la energía 
por unidad de masa asociada a la variación de densidad del fluido. Por consiguiente, 
la ecuación 5.1 se escribe: 
 
2 1 cte. 
2 v
V P Pd gz φ
ρ ρ
 
+ − + + = 
 ∫  (5.2) 
Aplicando la ecuación 5.2 a dos secciones del conducto, se obtiene: 
 
22 2





V P V Pgz gz Pd φ
ρ ρ ρ
 
+ + = + + + + ∆ 
 ∫  (5.3) 
En la ecuación anterior, 21vφ∆  es la pérdida de energía por unidad de masa del fluido 
entre dos secciones del tubo distantes una longitud L  como consecuencia del roza-







 ∫  representa 
la energía por unidad de masa asociada a los cambios de densidad que el fluido expe-
rimenta en el tránsito de una sección del tubo a la otra.  








   
= = −   
   ∫ ∫ ∫
 
 (5.4) 
Habida cuenta de que la variación del valor de la densidad del fluido como consecuen-







1 1R RPd T ln
M M
ρ ρ
ρ α ρ α ρ
      = − +      
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Sustituyendo la ecuación 5.5 en la ecuación 5.3, resulta: 
 ( )
2 2
21 1 2 2 2 2
1 2 0 1
1 2 1 1
1
2 2 v




ρ ρ α ρ ρ
    
+ + = + + + − + + ∆    
     

 (5.6) 
5.2.2   Relación entre la energía disipada por unidad de masa en el flujo 
estacionario de fluido compresible entre dos secciones de un tubo 
de sección recta constante y el concepto de pérdida de carga por 
unidad de masa en caso de fluido incompresible 
En el capítulo C4, la pérdida de energía por unidad de masa en el flujo estacionario, 
unidimensional, isotérmico de un fluido incompresible entre dos secciones (1,2) de un 
conducto de sección recta constante se ha denominado pérdida de carga y se ha defi-











=   (5.7) 
En el caso del flujo compresible isotermo, la pérdida de carga es, según la ecuación 





   ∆
= − +   
   ∫   (5.8) 
Al comparar las ecuaciones 5.7 y 5.8, se constata la relación: 
 ( ) ( )1cc iP Pd Pρ ρ
  
∆ = − + ∆  
  ∫  (5.9) 
Habida cuenta de que la pérdida de presión ⧍𝑃𝑃  se produce entre los extremos de un 
tramo de tubería de longitud L en cuyos extremos la presión del gas es 𝑃𝑃1 y 𝑃𝑃2, el 
segundo miembro de la ecuación 5.9 se puede escribir en la forma:  















  es el coeficiente por el cual se ha de multiplicar la pér-
dida de carga en el flujo incompresible de idénticos estados inicial y final que los del 
flujo compresible para obtener la pérdida de carga en el flujo compresible. 





 . En general, la corrección se lleva a cabo cuando la pérdida de carga total del 
flujo incompresible, comprendidas las pérdidas de carga singulares, es igual o inferior 
al 5 % de la presión inicial. 
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Ecuaciones de pérdida de carga 
En la práctica, las pérdidas de carga se expresan por unidad de longitud de tubería en 
mbar/m, el caudal en m3/h y el diámetro del tubo en mm. Sin embargo, es más conve-
niente partir de una ecuación en términos de la velocidad del fluido en m s⁄ , la densidad 
en kg/m3 y el diámetro en m.  







λ ρ=   (5.11) 
A efectos prácticos, se suele utilizar para λ una fórmula tal como: 
 ( )/ nnRe VDλ α α ν −−= =  (5.12) 












=   (5.13)  
Introduciendo el caudal V , la ecuación 5.13 se escribe: 
Fig. 5.1. 


















 =  
 

  (5.14) 
En esta ecuación, ρ y V son la densidad y el caudal de gas en condiciones reales. 



















  =   
   

  (5.15) 






5·10 · 0,354 µ
n














 (5.16)  
Las condiciones normales son ( ) ( )288 , 1,013 N NT K P bar . Las unidades del resto de 
magnitudes, excepto las de caudal y diámetro, que ya se han especificado, son las si-
guientes ( ):  /J mbar m , ( ) ( )3kg/m ,  Pa·s .µρ   
La variación de la viscosidad del gas con la presión es prácticamente despreciable hasta 
50 bar, como se muestra en la figura 5.2; sin embargo, varía mucho con la temperatura. 
Conviene, pues, modificar la ecuación 5.16 para que quede explícita dicha variación.  
A tal fin, se parte de la ecuación de Sutherland: 




    = + +    
    
 (5.17) 
 
Tomando la aproximación ( )/ nN Nµ µ T T=  y sustituyéndola en la ecuación 5.16, se 
obtiene:  
 ( ) ( )




















  (5.18) 
A veces, la fórmula monomio es insuficiente para traducir la variación del coeficiente 
λ. En este caso, es necesario introducir un factor de corrección en términos de diáme-
tro. La fórmula se presenta entonces de la forma: 
 n xRe Dλ α − −=   (5.19) 
 
Fig. 5.2.  
Viscosidad diná-
mica en función 
de la presión 
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Por consiguiente, la ecuación 5.18 se escribe:  
 ( ) ( )





5·10 · ·0,354 1.000 µ
mn n













  (5.20) 
El valor de los exponentes m, n, x depende de la naturaleza del fluido considerado. 
(Ver [AK75] y [Be80]) 
 
5.3 Flujo de gases combustibles por tubería 
A lo largo de la tubería, ρ y V  pueden variar significativamente como resultado de 
los cambios de temperatura y presión. En un tramo de longitud dl  y diámetro hidráu-









+ + + =  (5.21) 










   y ·sendh dl α= , y α es el ángulo que 
el eje de la tubería forma con la horizontal. 










PRT dP T dl Vz gdl z
P T PM D
α λ
π




  (5.22) 
La ecuación 5.22 admite varias soluciones: 
1. Flujo isotermo a la temperatura 𝑇𝑇 en tubería inclinada 
 Sea h la diferencia de altura entre extremos de un tramo de tubería de longitud .  L
Entonces, en 10,   ,  L P P= = y sen /h Lα = . 
 La solución de la ecuación 5.22 es: 
      

















 Para el valor de λ se pueden considerar varias fórmulas; una de las más utilizadas 





λ =   (5.24) 












  = +   




  (5.25) 
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P LP P zTM V
T D
−  = +  
 
   (5.26)  
Las condiciones normales para estas ecuaciones son: 288,2 KNT =  y 1,013 barNP = .  
Una solución más exacta de la ecuación 5.22 se obtiene tomando para λ el valor dado 
por la fórmula: 
 · ba Reλ =  (5.27) 
donde a y b son constantes características del valor de la rugosidad relativa de la tube-
ría y del intervalo de valores de Re  implicados. Por ejemplo, 0,121 0,15.a b= =  
En cualquier caso, es esencial considerar detenidamente la idoneidad de cualquier fór-
mula seleccionada.  
Una serie de ensayos llevados a cabo en el Institute of Gas Technology (IGT) revelaron 
una considerable diferencia de comportamiento del tubo en el laboratorio y en la realidad. 
 
5.3.1 Fórmulas del coeficiente de fricción fluidodinámica para el gas na-
tural y para otros gases similares 
Algunas de las fórmulas prácticas que se han propuesto hasta el momento son: 
Lagache     0,0228λ =   (5.28) 
Monnier 0,0234λ =  (5.29) 
Chicago 91,50,0123 1  0,00118D
d




Oficina de Estudio del 
Tubo de Acero (Francia) 
0,5  0,0134 1 ,583·Reλ −= +  (5.31) 
Y, sobre todo, las fórmulas propuestas por Renouard:2  
Fórmula binomio 0,440,0103 1,59·Reλ −= +  (5.32) 
Fórmulas monomio 0,180,172·Reλ −=  (5.33) 
 0,200, 21·Reλ −=  (5.34) 
 
En las figuras 5.3 y 5.4, se muestra la representación gráfica de las fórmulas (5.32), 
(5.33) y (5.34).  
 
La fórmula binomio se utiliza en algunos países para calcular canalizaciones de trans-
porte de una cierta importancia, mientras que las fórmulas monomio se aplican para 
proyectar redes de distribución con ramales relativamente cortos. 
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La representación de dichas fórmulas en el diagrama de Moody muestra, para el gas 
natural de Lacq, que el mejor acuerdo corresponde a las fórmulas monomio, particu-
larmente para 0,200, 21 Reλ −= .  
En la práctica, los proyectos de redes de transporte o de suministro de gas, ya sean de 
un tipo o de otro, se realizan aplicando las normas y las instrucciones vigentes sobre 
la materia en los países donde se ejecutarán; no obstante, para calcular la pérdida de 
carga en las tuberías cabe la posibilidad de utilizar fórmulas como la siguiente: 






5·10 · ·0,354 µ
n











  (5.35) 
Otra fórmula útil para el cálculo de la pérdida de carga lineal en el flujo de gases com-
bustibles por tuberías, basada en la fórmula monomio de Renouard2 para el valor de λ, 
se escribe: 
Fig. 5.3.  
Zona de utilización 
de la fórmula (32) 
para el gas natural 
de Lacq 
(tubo de acero de 50 
≤ φ  ≤ 500 mm) (15 
ºC – 1.013 mbar) 
 
Fig. 5.4.  
Zona de utilización 
de las fórmulas 
(5.33) y (5.34) para el 
gas natural de Lacq 
(tubo de acero de 20 
≤ φ  ≤ 300 mm) (15 
ºC – 1.013 mbar) 












  (5.36) 
donde 5 0,8 0,21,62·10 µβ ρ= , V  se da en 3 /m h  en condiciones normales (15ºC y 




β  permite calcular la pérdida de carga teniendo en cuenta la presión 
de utilización P . La tabla 5.1 da los valores de dicho producto para los principales 















Butano Propano P (efectiva) 
ρ(15ºC) 
(kg/m3) 
0,697 0,782 1,41 1,59 1,47 2,46 1,89  
µ(15ºC) 
106(Pa.s) 
10,70 11,87 13,61 10,26 13,55 8,41 7,92 















   23200    18 
12100       20 
 13450      25 
     31300  28 
      24850 37 
     29000  112 
      22500 148 
9500 10650    24850 20000 300 






6200 7000    16200 13000 1.0 
5000 5600    13000 10500 1.5 
4150 4650    10850 8700 2.0 
3110 3500    8150 6500 3.0 
2500 2800    6500 5200 4.0 
2100 2350    5450 4500 5.0 




 Valores de 
( )/Nβ P P  en 
función de la pre-
sión efectiva P3 
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5.3.2 Pérdidas de carga singulares 
Las pérdidas de carga singulares se producen en las discontinuidades ocasionadas por 
los accesorios que están montados en sistemas de tubería: cambios de sección, codos, 
curvas, válvulas, entronques, etc.  
Más adelante, se verá que las desviaciones en el comportamiento del flujo de gas com-
presible con respecto del mismo gas considerado incompresible se caracterizan por el 
valor del número de Mach ( )/M V RTγ= , particularmente cuando se alcanza el 
estado crítico ( )1M =  y el flujo queda bloqueado. 
Sin embargo, la mayoría de los fenómenos de flujo en la industria se producen con 
números de Mach inferiores a 0,2. 
El cálculo de los flujos de gas con números de Mach bajos puede efectuarse supo-
niendo que el fluido se comporta como incompresible, excepto en sistemas que impli-
can conducciones de gran longitud, en cuyo caso el sistema ha de subdividirse en 
secciones, en que los cambios de densidad representan solo un pequeño tanto por 
ciento. En este caso, para cada tramo de tubería o accesorio, se tomará el valor medio 
de la densidad del fluido en él. 





VP ζρ∆ =  (5.37) 
donde ζ  es el coeficiente de pérdida de carga singular sin efectos de compresibilidad 
y V es, en general, la velocidad de entrada en el accesorio.  
En caso de que no puedan despreciarse los efectos de la compresibilidad, dicho coefi-
ciente debe corregirse.  
Según la ecuación 5.10 del subapartado 5.2.2, dicha corrección se expresa por un coe-
ficiente eK , de modo que .sc e siP k P∆ = ∆ .  
Los valores del factor de corrección se calculan por la fórmula dada en dicho subapar-
tado o bien se toman de la figura 5.1. 
Los valores de los coeficientes ζ  para régimen de flujo incompresible se encuentran 
en las tablas, en los diagramas incluidos en los catálogos de accesorios o bien en ma-
nuales técnicos.4, 5 y 6 Hay que tener en cuenta que, en el caso de los accesorios insta-
lados a corta distancia (inferior a seis diámetros hidráulicos), el modelo de flujo que 
llega a los accesorios sucesivos difiere del modelo utilizado para determinar los coefi-
cientes de pérdida. 
 
(Ver [Bg--], [Bg88], [As03] y [Mi88]) 
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5.4 Fundamentos del proyecto de sistemas de conductos y tube-
rías para el transporte y la distribución de fluidos compresibles 
En este apartado, se exponen los fundamentos para el cálculo de instalaciones de con-
ductos para el transporte y la distribución de aire en sistemas de ventilación y/o acon-
dicionamiento de aire, y de tuberías para el transporte y la distribución de gases. 
En ambos casos, la instalación se compone de uno o múltiples conductos o tubos y de 
varios accesorios de conexión (codos, entronques, cambios de sección, etc.), así como 
de generación del flujo, su regulación y control (compresores, ventiladores, válvulas, 
reguladores, filtros, etc.). 
Las instalaciones para el transporte y la distribución de aire, o de un gas asimilable a 
él, se denominan de muy baja presión o de baja presión; en ellas, los cambios de valor 
del volumen específico son despreciables, mientras que las instalaciones de transporte 
y distribución de gases combustibles o de uso industrial pueden ser de media presión 
o de alta presión, y en ellas los cambios de presión suponen cambios significativos del 
volumen específico. El flujo en los sistemas de transporte de gases es casi invariable-
mente transitorio; sin embargo, numerosos problemas de proyecto y de control opera-
tivo pueden resolverse suponiendo que el flujo es estacionario.  
 
5.4.1 Proyecto de sistemas de conductos de ventilación, acondiciona-
miento de aire, evacuación y transporte de vapores, gases y humos 
Los dos elementos básicos de una red de conductos son los nodos y los elementos de 
conexión de los nodos, que son los conductos o tuberías. Los nodos incluyen los puntos 
donde una tubería acaba o donde se reúnen dos o más elementos de conexión, o bien 
donde hay inyección o suministro de gas. El mapa de presión de la red de conducciones 
viene determinado por las presiones del nodo. Los accesorios del conducto, como son 
los codos, los entronques, las reducciones de sección, etc., se consideran nodos, mien-
tras que los registros, las válvulas, los reguladores e, incluso, los ventiladores se con-
sideran elementos de conexión de los nodos. Los nodos y los elementos de conexión 
han de identificarse por sus correspondientes relaciones presión-caudal.  
Métodos de diseño 
Los métodos de diseño de los sistemas de conductos de ventilación, acondicionamiento 
de aire, evacuación y transporte de vapores, gases y humos son: 
− Método de idéntica fricción 
− Método de recuperación de presión estática y 
− Método T 
De los tres métodos, el T, introducido por Tsal y otros,11 y 12 es el único método basado 
en la optimización. El método T encuentra los tamaños óptimos de conducto y el tipo-
tamaño de ventilador para minimizar el coste del ciclo de vida del sistema. 
En los sistemas diseñados por cualquiera de los métodos anteriores se deberán instalar 
registros, ya que el redondeo del tamaño de los conductos calculados y el efecto sobre 
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los cálculos de la pérdida de presión total del acoplamiento de los accesorios introdu-
cen errores de cálculo.  
En particular, en los sistemas de acondicionamiento de aire, se debe analizar la gene-
ración de ruido y, donde se superen los límites que impone el reglamento, habrá que 
instalar conductos recubiertos, atenuadores del ruido. 
Método de idéntica fricción 
Por este método, los conductos se dimensionan de modo que produzcan una pérdida 
de presión idéntica por unidad de longitud. A título de ejemplo, en la figura incluida al 
final del capítulo, se muestra un diagrama de la pérdida de carga en mm de una co-
lumna de agua por metro de conducto circular de chapa de zinc o galvanizada.  
El procedimiento para aplicar el método al diseño de un sistema de tubos, que incluye 
su equilibrio, comporta los pasos siguientes: 
Paso 1.  Seleccionar el “camino crítico” como el ramal de mayor longitud entre el 
ventilador y los terminales. 
Paso 2.  Asignar las pérdidas totales de presión a cada tramo del “camino crítico”, 
calculadas como el producto de la pérdida de presión por unidad de lon-
gitud del tubo, por su longitud real. 
Paso 3.  Calcular las secciones transversales del “camino crítico” utilizando las 
pérdidas totales de presión asignadas previamente, y corregirlas, si es pre-
ciso, a fin de que se satisfagan las restricciones de velocidad y geométri-
cas. En este paso, se ignoran las pérdidas de presión en los    enlaces. 
Paso 4.  Sumar las pérdidas de presión en el “camino crítico” y seleccionar un 
ventilador de modo que su característica caudal-presión coincida con la 
del camino crítico en un punto de funcionamiento de máximo rendi-
miento. El valor de la presión en dicho punto se denomina presión raíz. 
Paso 5.  Asignar una presión total a cada nodo del camino crítico. Para lograr el 
equilibrio de presión, las presiones del nodo han de corresponder a las 
pérdidas de presión en los correspondientes tramos del ramal. 
Paso 6.  Excluir los tramos que pertenecen al camino crítico y seleccionar el ramal 
más largo constituido con los tramos restantes. Este será el nuevo camino 
crítico y la presión en el nodo, su presión raíz. 
Paso 7. Calcular la pérdida total de presión por unidad de longitud del nuevo ramal 
como su presión raíz, dividida por la longitud. Esta pérdida de presión ha 
de ser mayor que la pérdida de presión inicial por unidad de longitud asu-
mida para el camino crítico principal en el paso 2. 
Paso 8.  Repetir el proceso de cálculo para el nuevo camino crítico, a partir del paso 2. 
Paso 9.  Continuar este proceso hasta que se hayan calculado todas las secciones 
transversales de todos los tramos. 
Después del dimensionado inicial, se calcula la pérdida total de presión de todos los 
tramos de conducto y, finalmente, se redimensionan las secciones del conducto a fin 
de equilibrar las pérdidas de presión en cada enlace. 
Flujo subsónico de fluidos compresibles por tuberías  
151 
 
Un problema relacionado con el paso 4 que requiere atención es la interacción venti-
lador-sistema. Si las condiciones de admisión y de descarga del ventilador en la insta-
lación real difieren significativamente de las que se dieron en el ensayo del ventilador, 
que, según las normas, aseguran un flujo uniforme en la entrada y una recuperación 
eficaz de la presión estática en la salida, la prestación del ventilador puede verse redu-
cida considerablemente. La figura 5.5 ilustra las consecuencias de la interacción ven-
tilador-sistema. 
En la figura 5.5, la curva (a) es la característica caudal-presión del sistema de conduc-
tos real, y la (b) es la característica calculada del sistema sin tener en cuenta el efecto 
de conexión ventilador-sistema. 
La pérdida de presión debida al efecto conexión es ⧍𝑃𝑃𝑠𝑠, por lo cual se ha de añadir a 
la pérdida de presión del sistema para compensar el efecto de conexión ventilador-
sistema. 
Método de recuperación de la presión estática 
Este método de dimensionamiento de los conductos se basa en la ecuación de Bernoulli 
como principio de transformación de la presión dinámica en presión estática. El obje-
tivo de este método es obtener la misma presión estática antes de cada terminal y en 
cada ramal, o sea, el incremento de la presión estática en cada ramal ha de compensar 
la pérdida de presión por fricción en los tramos sucesivos del conducto. Este método 
aporta un medio conveniente para diseñar un conducto largo con varias derivaciones, 
de modo que en la entrada de cada ramal, en cada salida o en cada terminal exista la 
misma presión estática. Este método se aplica únicamente a los sistemas de suministro 
y su punto de partida es un parámetro arbitrario: la velocidad del fluido en el tramo 
raíz. 
Sean 1P  y 1V  la presión y la velocidad del fluido en la entrada al enlace, y 2 2,P V  los 
valores correspondientes en la salida.  
Despreciando el efecto chimenea, la relación entre las presiones estáticas en ambas 





V VP P P+ = ∆ + +  (5.38) 
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V VP ρ ρ∆ = −   (5.39) 
Como ⧍𝑃𝑃 se puede calcular, el tamaño del conducto inmediato corriente abajo que 
satisface la ecuación 5.39 se determina por iteración, teniendo en cuenta que la velo-
cidad del fluido a su salida ha de ser inferior a la de entrada en el enlace. Las secciones 
de todos los tramos del sistema, salvo los terminales, se determinan por iteración, apli-
cando la ecuación 5.39. El tamaño del conducto de los tramos finales se determina 
mediante la ecuación 5.38, conocidos los requisitos de presión estática en el terminal. 
Si el componente terminal es un accesorio de salida, más que un registro o un difusor, 
la presión estática a la salida del terminal es cero. 
Para iniciar el proyecto de un sistema de conductos de ventilación hay que seleccionar 
la máxima velocidad del fluido a la entrada al sistema, compatible con el nivel de ruido 
admisible, o bien a la salida del ventilador, si el circuito de impulsión es el dominante. 
Tanto el método de idéntica fricción como el de recuperación de la presión estática 
tienen algunas deficiencias, como pusieron de manifiesto Tsal y Behls.13 Estos inves-
tigadores realizaron una revisión exhaustiva de los métodos existentes para el dimen-
sionamiento de los conductos. Su análisis demostró que estos métodos, después de 
varias iteraciones, permiten seleccionar las secciones transversales de los conductos 
que han de suministrar el caudal requerido por cada terminal pero, sin embargo, no 
dejan seleccionar el sistema económicamente más eficiente. 
Método T 
Los cálculos del método T se basan en un caudal de aire constante a lo largo del año. 
A partir de este caudal, se determinan los tamaños del conducto, la pérdida de presión 
global del sistema y el coste de la energía requerida por el ventilador. El procedimiento 
de cálculo del método T consiste de tres etapas: condensación del sistema, selección 
del ventilador y expansión del sistema.  
En la primera etapa, el sistema completo de conductos se condensa en un solo tramo 
de conducto para encontrar las relaciones de pérdida de presión óptimas utilizando 
características hidráulicas de sección. En la segunda etapa, se encuentra la pérdida de 
presión óptima del sistema. En la tercera etapa, la presión requerida por el sistema se 
distribuye entre sus secciones.  
No importa cuál sea el método adoptado; siempre se requiere calcular la pérdida de 
presión, ya sea del conducto único, o bien, después, de cada sección o tramo del sis-
tema.  
Análisis de sistemas 
Las pérdidas por fricción y dinámicas en cada sección de un sistema de conductos se 
calculan mediante la ecuación: 
 , , , , ,
1 1 1
m n
t i f i i j i k ch ir
j k r
P P P P P
λ
= = =
∆ = ∆ + ∆ + ∆ −∑ ∑ ∑  (5.40) 
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donde el subíndice i indica los diferentes tramos del sistema  , ,1,2,3, ., u p d pi n n= …… +  
Los diferentes términos de la ecuación 5.40 tienen el significado siguiente: 
,t iP∆  Cambio neto de presión total en el tramo i  (Pa) 
,f iP∆  Pérdida de presión debida a la fricción en el tramo i  (Pa) 
,i jP∆  Pérdida de presión total debida a j  accesorios, incluyendo el efecto 
del acople del ventilador  en el tramo i (Pa)
  
,i kP∆  Pérdida de presión debida a los equipamientos k  en la sección i  (Pa) 
,ch irP∆  Efecto chimenea debido a r  chimeneas (conductos verticales o inclina-
dos) en la sección i  
m Número de accesorios que se encuentran en el tramo 𝑖𝑖 
n Número de equipamientos que se encuentran en el tramo 𝑖𝑖  
dnn  Número de tramos de conducto corriente abajo del ventilador (subsis-
tema de suministro de aire) 
upn   Número de tramos de conducto corriente arriba del ventilador (subsis-
tema de evacuación/retorno del aire) 
λ Número de chimeneas en el tramo 𝑖𝑖 
El efecto chimenea para cada conducto no horizontal, en que el aire tiene una densidad 
diferente de la atmosférica, viene determinado por la ecuación:  
 [ ]( )2 1ch aP g z zρ ρ= − −  (5.41)                       
Para determinar la presión total del ventilador requerida por un sistema, se aplica la 
ecuación siguiente: 
 , , ,                1, 2,3 ..
up dn
t v t i t i up dn
i F i F
P P P i n n= ∆ + ∆ = … +∑ ∑
 
 (5.42)  
donde upF  y ndF  son conjuntos de tramos de conducto corriente arriba y corriente 
abajo del ventilador, y  el símbolo 𝛜𝛜 indica el enlace del tramo del conducto, dentro de 
los caminos del sistema, desde los terminales de evacuación/retorno de aire hasta los 




Esquema del circuito 
de ventilación 
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A título de ejemplo, la figura 5.6 ilustra la utilización de la ecuación 5.42 para el aná-
lisis de un simple sistema de ventilación que consta de tres terminales de suministro y 
dos de retorno, que dan lugar a seis caminos constituidos por un número diferente de 
tramos entre los nueve existentes. Los caminos son: 
Camino I Tramos 1, 3, 4, 9, 7, 5 ; 1 3 4 9 7 5tP P P P P P P= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆   
Camino II Tramos 1, 3, 4, 9, 7, 6 ; 1 3 4 9 7 6tP P P P P P P= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆   
Camino III Tramos 1, 3, 4, 9, 8 ; 1 3 4 9 8tP P P P P P= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆     
Camino IV Tramos 2, 4, 9, 7, 5 ; 2 4 9 7 5tP P P P P P= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆  
Camino V Tramos 2, 4, 9, 7, 6 ; 2 4 9 7 6tP P P P P P= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ + ∆  
Camino VI Tramos 2, 4, 9, 8 ; 2 4 9 8tP P P P P= ∆ + ∆ + ∆ + ∆  
Definidos los caudales de aire del proyecto, se deben satisfacer las seis ecuaciones para 
que se cumpla la condición de equilibrio sin necesidad de instalar registros, que pueden 
generar un nivel de ruido inadmisible. 
Para obtener la presión estática requerida para el ventilador, conocida la presión total, 
se utiliza la ecuación: 
 s t dvP P P= −   (5.43) 
donde dvP  es la presión dinámica de la corriente en la boca de salida del ventilador. 
 
A título de ejemplo, la figura 5.7 ilustra un sistema simple de transferencia de aire de 
un recinto a otro, ambos a la presión atmosférica, constituido por un conducto con 
varias singularidades de cambio de sección y un ventilador intermedio. En ella, se han 
trazado las líneas representativas de la evolución de la presión total del aire y de su 
presión estática a lo largo del conducto. La diferencia entre las presiones totales del 
aire en el oído de aspiración del ventilador y en su sección de descarga es la presión 
total que debe producir el ventilador.  
(Ver ref. 9 y 10) 
Fig. 5.7. 
Sistema de transfe-
rencia de aire entre 
recintos a presión at-
mosférica    
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5.4.2 Cálculo de la pérdida de carga en los tramos del conducto y en los 
accesorios 
Una vez definidos los tramos del sistema y los accesorios instalados en cada tramo, la 
pérdida de presión en cada uno de ellos se calcula mediante la ecuación de Darcy-
Weisbach: 







∆ = + 
 
∑  (5.44) 








λ ζ ρ ρ
ρ ρ
   
∆ = + + −   
  
∑  (5.45) 




ρ ρ ρ= +  es la densidad media del aire en el tramo, en 3kg / m ; V  es la veloci-
dad media del aire en la sección recta del conducto, en m / s ; 1ρ  y 2ρ  son las densi-
dades del aire en el sentido de la corriente, que pueden ser 1 2 1 2 o ρ ρ ρ ρ> <  según si 
el aire se calienta en el sentido de la dirección de la corriente o se enfría. 
El coeficiente de fricción λ  se calcula por la fórmula de Colebrook:   









     (5.46) 









     (5.47) 
donde Re  se define en términos del diámetro hidráulico y de la velocidad V . 
También se puede buscar en el diagrama de Moody, conocidos el número de Reynolds 









  (5.48) 
Por otra parte, ζ∑  representa la suma de coeficientes de pérdida de carga singular 
correspondientes a los accesorios instalados en el tramo. Los valores de estos coefi-
cientes se encuentran en los catálogos de los suministradores de accesorios, o bien en 
los manuales técnicos.4 
En cuanto al diámetro hidráulico, cabe recordar que es igual a cuatro veces el radio 
hidráulico, definido a su vez como el cociente entre el área de la sección recta del 
conducto y su perímetro. Así, para un conducto circular, el diámetro hidráulico es igual 
a su diámetro, pero para un conducto rectangular viene dado por la fórmula: 
 ( ) ( )0,625 0,251,3 /hD ab a b = +   (5.49) 
(Ver ref. 14 y 15) 
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Optimización del Método T  
Una vez definido un sistema básico, cabe considerar su optimización. El método T, 
introducido por Tsal y sus colaboradores, es el único método de diseño de sistemas de 
conductos para el transporte y la distribución de aire o gases similares, basado en cri-
terios de optimización para minimizar el coste del ciclo de vida del sistema. 
La optimización del sistema se basa en la función objetivo  ( )p sE E PWEF E= + , 
donde 𝐸𝐸, que es el coste de funcionamiento y de adquisición del valor presente, incluye 
el coste del sistema  𝐸𝐸𝑠𝑠 y el valor presente de la energía, que es el coste de la energía 
consumida el primer año 𝐸𝐸𝑝𝑝, afectado por el factor de escalonamiento de valor presente 
𝑃𝑃𝑃𝑃𝐸𝐸𝑃𝑃. La publicación de Tsal y otros12 describe detalladamente el procedimiento de 
optimización de un sistema de caudal constante, y la de Kim, Spitler y Delahoussaye17 
para un sistema de caudal variable (VAV). 
En cualquier caso, dado que la diferencia entre las presiones del ventilador para un 
sistema optimizado y no optimizado es una pequeña parte de la demanda de energía, 
habitualmente se desprecia. Por tanto, la optimización concierne esencialmente a los 
conductos. 
La optimización del sistema de conductos ha de tener en cuenta las restricciones si-
guientes: 
− En cada nudo, se ha de satisfacer la ecuación de continuidad. 
− En cada camino de flujo, la pérdida de presión total ha de ser igual a la presión 
total del ventilador. En cualquier unión, la pérdida de presión total a lo largo de 
todos los caminos que derivan de ella debe ser la misma, o sea, se ha de satisfacer 
la condición de equilibrio de presión. 
− Dado que, en la práctica, los conductos se construyen en tamaños nominales dis-
tintos, cuyas dimensiones difieren algunos milímetros, la optimización debe con-
siderar el redondeo de tamaño. Se ha de valorar si es mejor aumentar el tamaño 
del tramo, lo cual supone una disminución de la pérdida total de presión en él, o 
disminuirlo, lo cual implica un aumento de dicha pérdida de carga, pero una dis-
minución del coste del tramo. 
Elegido el tamaño del conducto conforme a las restricciones anteriores, es necesario 
comprobar que el nivel de ruido generado no supere los límites que la normativa im-
pone. 
(Ver [Ash01], [As03] y [Mi88]) 
(Ver ref. 7, 8 y 16) 
 
5.5 Flujo estacionario de gas en redes de tuberías 
Las redes de tuberías pueden ser de alta presión, en que los cambios de presión suponen 
cambios significativos del volumen específico, de media presión y de baja presión, en 
que dichos cambios son despreciables. El primer tipo incluye los sistemas de transporte 
por tubería a grandes distancias (gaseoductos), mientras que los otros dos son propios 
de redes de suministro de gas para el consumo industrial y doméstico. 
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5.5.1 Fundamentos del proyecto 
Si bien las redes de transporte de gas, particularmente las de suministro industrial y 
doméstico, operan en régimen no estacionario, su proyecto se realiza considerando 
régimen estacionario con caudales correspondientes al consumo punta. Uno de los ob-
jetivos principales es determinar, en estas condiciones, la presión del gas en los nodos, 
estableciendo el mapa de presiones del sistema de distribución. 
Los dos elementos básicos de una red de tuberías son los nodos y los elementos de 
conexión de los nodos (ECN). Los nodos incluyen los puntos donde una tubería acaba 
o donde se reúnen dos o más ECN, o bien donde hay inyección o suministro de gas. 
Los ECN más importantes son los tubos, las estaciones de compresión, los reguladores, 
las válvulas y los depósitos, en superficie o subterráneos, de almacenamiento de gas. 
Antes de construir el modelo de un sistema complejo es necesario establecer los mo-
delos matemáticos de los ECN individuales. Estos modelos interrelacionan la presión 
con el caudal. 
La ecuación característica del flujo de gas a alta presión en un tubo es: 
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− =  
 
  (5.50) 
Por tanto, en condiciones normales, el caudal es: 
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  − −
= =         
  
  
   (5.51) 
En un tubo de baja presión, en que el gas se encuentra casi a la presión atmosférica, 
tenemos  1z =  y 
 ( )( ) ( )2 21 2 1 2 1 2 1 22 NP P P P P P P P P− = + − ≅ −  (5.52) 
Así, la ecuación 5.50 se simplifica del modo siguiente: 
 21 2 2P P K V− =   (5.53) 





λ−=   (5.54) 
La modelización de un sistema de transmisión de gas comporta el cumplimiento de 
dos principios: el principio de continuidad y el principio de equilibrio de presión. 







=∑      (5.55) 
donde 𝑚𝑚 es el número de ECN que se reúnen en el nodo. 
El principio de equilibrio de presión establece que la suma de las pérdidas de presión 
que se producen en los ECN que constituyen un bucle cerrado, tomadas con el signo 
que corresponde a un sentido adoptado de recorrido del bucle, es cero, es decir: 
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− =∑  (5.56) 
En la ecuación 5.56, n es el número de ECN que componen el bucle, y 1 2   y P P  son, 
respectivamente, las presiones del gas al principio y al final de cada tubo, extremos 
entendidos así con respecto al sentido del recorrido del bucle adoptado. 
En las redes de distribución de gas de baja presión, se desprecia la compresibilidad del 
gas; por tanto, el principio de equilibrio de presión se escribe:  








− =∑  (5.57) 
Los sistemas de transporte de gas se clasifican básicamente en dos tipos: sin mallas y 
mallados. 
 
5.5.2 Análisis fluidodinámico de sistemas sin mallas 
En un sistema sin mallas, los tubos no configuran bucles cerrados en ninguna parte. La 
figura 5.8 muestra el esquema de un hipotético sistema de tuberías sin mallas. El gas 
fluye del nodo I al nodo VI con descargas (entrada o salida de gas) en los nudos II y III. 
 
Básicamente, los problemas que hay que analizar del sistema son dos:  
1) Conocidas las características de los ECN y el caudal de gas que se transporta por 
cada uno de ellos,  determinar la presión del gas en los extremos de cada tramo. 
2) Conocidas la presión en entrada y de salida de la red, y los caudales de abasteci-
miento y de descarga de gas en los nudos intermedios de ella, determinar la má-
xima capacidad de transporte de gas en el extremo de descarga de la línea. 








P P K V
=
= +∑   (5.58) 
En general, si el número de nudos es m, la presión en el nudo j es: 
 2 2 2 
n
j m i i
i j
P P K V
=
= +∑   (5.59) 
Fig. 5.8. 
Sistema de tuberías 
sin mallas 
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donde n es el número de ECN entre los nudos j y m. 
La ecuación 5.59 resuelve el ejercicio 1. 
La resolución del ejercicio 2 no es tan simple. La solución implica aplicar un método 
de aproximaciones sucesivas22 conforme a los pasos siguientes: 
− Estimar el máximo caudal ?̇?𝑉1 en el primer tubo. 
− Aplicando la ecuación de continuidad, encontrar, en una primera aproximación, 
los caudales ?̇?𝑉𝑖𝑖 en los tubos individuales. 
− A partir de estos últimos, encontrar las pérdidas de presión en los tubos mediante 
la ecuación 5.50. 
− Determinar las presiones de nodo que corresponden a los caudales iV  calculados 
en la primera aproximación, mediante la relación: 




P P P P
−
=
= − −∑   (5.60) 
donde j m=  es el número de los nodos. 
Si el cuadrado de la presión final mP  difiere del valor del cuadrado de la presión final 
( )m iP , calculado en primera aproximación, algo más que el error aceptado, entonces se 
han de corregir los caudales iV  determinados en aproximación para los tubos indivi-
duales, utilizando la expresión: ( ) ( )2 1i iV V V= + ∆   ,  






V P P K V
=
  ∆ = − − 
  
∑   (5.61) 
El procedimiento se repite a partir del tercer paso, hasta que las presiones finales cal-
culadas difieren de las prescritas solo en un valor igual o inferior al error admisible. 
Si, en algún punto a lo largo de la tubería, está instalada una estación de elevación de 
presión, entonces la máxima capacidad de transporte de la tubería se calcula, según el 
método de Hain,22 como sigue: 
− Los tres primeros pasos del método son idénticos a los descritos anteriormente. 
− Conocidos el caudal de gas, la presión de la toma y la capacidad del compresor 
instalado, se puede determinar la presión de descarga del compresor en el nodo 
examinado. 
− A partir de la presión de descarga del compresor y la pérdida de presión en los 
tubos individuales, se calcula la presión en el extremo de cola de la tubería. 
− Si la presión calculada en el extremo de tubería difiere de la prescrita, se corrigen de 
nuevo los caudales en cada tubería utilizando la relación  ,2 ,1i iV V V= + ∆   , donde: 































En la ecuación 5.62, 𝑃𝑃1𝑐𝑐 ,𝑃𝑃2𝑐𝑐  y ?̇?𝑉𝑐𝑐  son la presión en aspiración, la presión en descarga 
del compresor y su caudal, respectivamente. 
Van den Hende23 propuso un método gráfico simple y rápido para resolver problemas 
relacionados con los parámetros de caudal y presión en sistemas de transporte de gas. 
Por ejemplo, sea un gasoducto para el transporte de gas de masa molecular 𝑀𝑀 y con un 
factor de compresibilidad media 𝑧𝑧̅ a la temperatura media 𝑇𝑇�, cuya longitud y cuyo 
diámetro hidráulico son 𝐿𝐿 y 𝐷𝐷ℎ, respectivamente. Se supone que tanto 𝑧𝑧 como 𝜆𝜆, coe-
ficiente de fricción, son constantes aun cuando, en realidad, son funciones de la presión 
y del caudal de gas. 
El primer paso en la aplicación del método de Hende consiste en representar la familia 
de curvas del gasoducto considerado:  
 ( )1 VP f P∆ =   (5.63) 
La figura 5.9 muestra las gráficas representativas de dicha función, definida explícita-
mente por la ecuación: 













 (5.65)  
 
 
Los valores de λ y de z  son realmente funciones de P  y de V ; no obstante, para 
realizar cálculos aproximados se les puede considerar constantes, lo cual permite sim-
plificar la familia de curvas. 
Van den Hende23 desarrolló un procedimiento para el cálculo de K a partir de la fun-
ción  ,K CL=  donde el valor de  C  se encuentra tabulado en función del tamaño del 
Fig. 5.9. 
Fuente 23.  
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tubo hD . Una vez determinado K , se pueden trazar, siguiendo un procedimiento grá-
fico, las curvas de la familia V . El valor de 0  P viene dado por la ecuación 5.50, una 
vez aplicado 2 0P = , es decir: 
 0P V K∆ =   (5.66) 
La representación de cualquier punto de la curva se realiza de manera similar a la de-
terminación del punto de partida A.  
 
Para determinar cualquier punto de esta curva, es válida la ecuación 5.53. Por ejemplo, 
está claro que la hipotenusa del triángulo OAB (v. figura 5.10) es precisamente igual 
a la abscisa del punto P y que en el triángulo se verifica: 
 2 2 21 2P P kV= +    
Una vez se dispone de una familia de curvas caracterizada por un valor dado de ,k  se 
puede determinar cualquiera de los parámetros 1 2,  ,  P P V  de la tubería, conocidos los 
otros dos. 
5.5.3 Sistemas mallados 
En la tabla 5.2, se resume la clasificación de las redes de tuberías de suministro de gas 
natural en función de la presión efectiva máxima de servicio. En las figuras 5.11 y 





( )P f P V∆ =   










Las redes malladas de alta presión (por ejemplo, las redes de abastecimiento regional 
de gas) tienen una morfología como la que se ilustra en la figura 5.11. 
 
Estas redes están constituidas, en general, por una estación de compresión, una instalación 
de regulación y control, un conjunto de tuberías entrelazadas mediante nodos, un depósito-
acumulador y una serie de puntos de suministro (industrias, comunidades, etc.) 
 
Red Presión efectiva máxima de servicio 
Baja Presión (BP) 
Media presión A (MPA) 
Media presión B (MPB) 
Alta presión A (APA) 
Alta presión B (APB) 
P < 0,05 bar 
0,05 > P < 0,4 bar 
0,4 < P < 16 bar 
4 < P < 16 bar 
P > 16 bar 
 
El primer procedimiento para el modelado y/o el análisis de redes de suministro de gas 
a baja presión fue desarrollado por Cross24 en 1936, y adaptado por Hain22 en 1968 
para redes de alta presión, mediante la introducción de algunas modificaciones. 
Cualquiera que sea el método de proyecto de red adoptado, todo bucle de la malla ha 
de satisfacer la ecuación de continuidad en los nodos y la de equilibrio de presión en 
cada bucle. 
Sea, por ejemplo, el bucle que se muestra en la figura 5.13.  
 









=∑   (5.67) 





 Clasificación de las 
redes de tuberías de 
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K V V V V
=
+ ∆ + ∆ =∑      (5.68) 
donde se ha supuesto que el caudal asignado en primera aproximación a la tubería 𝑗𝑗 
difiere del valor real en V∆  . 
Un problema frecuente consiste en determinar los caudales que pasan por cada tubería 
del bucle y la presión en los nodos, conociendo los caudales de entrada y salida del 
bucle y la presión en el nodo de entrada 1.P                
El procedimiento de cálculo es el siguiente: Tomando como positivo el flujo en el 
sentido de giro de las agujas del reloj, se asigna a la tubería 1 un valor supuesto del 
caudal 1 V  como primera aproximación. Aplicando la ecuación de continuidad 5.67, se 
calculan los caudales en las demás tuberías. 
A partir de estos caudales y del valor de   K para cada tubería, calculados mediante la 
ecuación 5.65, se aplica la ecuación 5.68 con V∆   igual a cero.  
Si el resultado es distinto de cero, se entiende que el caudal supuesto en una primera 
aproximación para la tubería j  , ,1jV , difiere del real en V∆  . Si p  es el número de 
tubos que configuran la malla, el factor de corrección V∆   se calcula aplicando la 























siempre que  
˙
jV V∆   . 
Calculado V∆  , se pueden determinar los valores de la segunda aproximación de los 
caudales de gas en las tuberías individuales: 
,2 ,1j jV V V= + ∆    
Si, después de la enésima aproximación, ⧍?̇?𝑉es igual o inferior al margen de error ad-
mitido, entonces se da por finalizada la iteración y se calculan las presiones en los 
nodos, de acuerdo con las ecuaciones siguientes: 






j i i k i k
i
P P K V V
=
=
= −∑     (5.70) 
donde los valores de iK  se calculan con el factor de la ecuación 5.65. 










∑    (5.71) 
donde los valores de 𝐾𝐾𝑖𝑖 se calculan con la ecuación 5.54. 
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Si el sistema (red) está compuesto por varias mallas, entonces, después de una estima-
ción en una primera aproximación de los caudales en los tubos individuales, se calcula 
⧍?̇?𝑉para cada malla, y después se corrigen los caudales en cada tubo, malla tras malla. 
Los tubos comunes a dos mallas se corrigen utilizando los ⧍?̇?𝑉 determinados para am-
bas mallas, de acuerdo con sus correspondientes signos. 
5.5.4 Método de Stoner 
La ventaja principal del método de Cross es su simplicidad; su mayor inconveniente 
es la lentitud de convergencia. Con el fin de eliminar este inconveniente, Renouard2 
desarrolló una variante del método de Cross. El método de Renouard es apropiado para 
modelizar el funcionamiento en estado estacionario de redes malladas no demasiado 
complicadas. El método fue generalizado por Pernelle para redes de cualquier tamaño. 
El método de Stoner25 para resolver redes malladas se basa en la ecuación de continui-
dad del nodo. Tiene la ventaja de que aporta cualquier parámetro (tamaño de tubo, 
potencia requerida por el compresor, número de depósitos de almacenamiento, tamaño 
del regulador de presión, etc.) del sistema complejo, mientras que el método de Cross 
se puede utilizar únicamente para establecer mapas de caudal y de presión en la red. 
Sin embargo, es significativamente más complicado que los métodos anteriores y re-
quiere mucha memoria y mucho tiempo de ordenador.  
Sea la red representada en la figura 5.14. La elaboración del modelo de red comporta 
seleccionar un nodo, por ejemplo el 11, que recibe gas procedente de un depósito de 
almacenamiento y de la tubería 10-11, y suministra gas a la toma de un compresor (13-
11) y al circuito de suministro de un consumidor acoplado directamente al nodo. La 
ecuación de continuidad aplicada a este nodo se escribe: 
( ) ( ) ( )11 01112 11 13 11 10 11 0d c tF V V V V− − −= − + − =     (5.72) 
donde los subíndices d, c, t se refieren, respectivamente, a depósito de almacena-
miento, compresor y tubería, y 011V es el caudal de gas que sale del nodo 11. 
La medida de desequilibrio en el nodo es 11F ; su valor es cero si el nodo está equili-
brado, eso es, si se satisface la condición εjF < , en que ε es el margen de tolerancia. 
Introduciendo en la ecuación 5.72 las expresiones correspondientes en términos de 
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donde 𝐽𝐽12−11es un parámetro que caracteriza el flujo de gas desde el depósito de alma-
cenamiento al tubo; 𝐾𝐾3, 𝐾𝐾4 y 𝐾𝐾5 son coeficientes con que se caracteriza el compresor; 
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𝐾𝐾1es el factor conocido del flujo en el tubo, y 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑖𝑖  es un factor de signo representativo 
de la dirección de flujo, definido así: 
( ),
1     
signo de 
1    
i j





+ >≡ − = − <
 (5.74) 
Escribiendo de la misma forma n ecuaciones de continuidad para los n nodos del sis-
tema, se obtiene un sistema de ecuaciones no lineal, que constituye el modelo mate-
mático del sistema en estado estacionario. 
Las ecuaciones contienen presiones de nodo, entradas/salidas de gas y los parámetros 
de los elementos que conectan el nodo, en total (2n + m) parámetros, en que n es el 
número de nodos y m, el número de elementos que conectan nodos. 
El modelo de n ecuaciones aporta la solución de cualesquiera n incógnitas de los (2n 
+ m) parámetros, si los restantes (n + m) parámetros vienen dados. Estas ecuaciones se 
pueden escribir así: 
( )1 2,  , ., 0j nF x x x… = , donde 1,  2,  ,J = …  n (5.75) 
El único criterio que se ha de satisfacer al elegir las n incógnitas que han de ser calcu-
ladas es que las ecuaciones de continuidad del tipo 5.73, escritas para los nodos, han 
de ser mutuamente independientes. Ya que el valor del caudal nodal de gas es indepen-
diente únicamente en (  –1 )n  ecuaciones, hay que conocer al menos uno de los valores, ?̇?𝑉0,𝑖𝑖. 
Por la misma razón, es necesario conocer una presión de nodo. 
La solución del sistema no lineal de ecuaciones 5.75, que constituye el modelo mate-
mático de la red, se puede obtener por el método de Newton-Raphson.  
La esencia de este método es que aporta relaciones lineales para corregir los valores 
iniciales estimados de las incógnitas, de modo que los sucesivos pasos de iteración 
aseguren la convergencia hacia la solución.  
Sea 𝑥𝑥𝑖𝑖 el valor de la incógnita en el paso ( )i , y 
( )k
ix  su valor después del paso ( )k  de 
iteración; entonces: 
 ( )1 1k k ki i ix x x
+ += + ∆  ,   donde   1, 2,3, .i n= …  (5.76) 
En la ecuación 5.76, los términos de corrección ⧍𝑥𝑥𝑖𝑖  son aportados, a cada paso de 













∂∑  , donde   1, 2,3 .j n= …     (5.77) 
En la ecuación 5.77, los factores 𝜕𝜕𝑃𝑃𝑖𝑖 𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖⁄  
son los valores de las derivadas de las ecua-
ciones de continuidad de nodo, tomados en las 𝑥𝑥𝑖𝑖, calculadas en el paso de iteración 
anterior. 
El sistema lineal de ecuaciones 5.77 puede resolverse por eliminación directa. El mé-
todo de Newton-Raphson requiere que estimar el valor inicial 𝑥𝑥𝑖𝑖
(1) de las incógnitas 
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𝑥𝑥𝑖𝑖. El comportamiento de convergencia de la iteración depende, a un nivel significa-
tivo, de la bondad de estas estimaciones, incluso en un sistema bastante sencillo. Stoner 
propone introducir el factor de aceleración αi para asegurar una buena rapidez de con-
vergencia. 
La ecuación 5.76 se puede escribir en la forma:  ( ) ( ) ( )1 1k k ki i i ix x x α
+ += + ∆  (78) 
















Si 1iA ≤ − , entonces  0,5i iAα =  
Si -1 0iA< < ,   entonces 1,0 0,5i iAα = −  
Si 0 1iA< < , entonces 1,0 2,0i iAα = +  
Si  1iA ≥ , entonces 3iα =  
En los dos primeros pasos de iteración, en los cuales lo más probable es que ocurra 
divergencia, es mejor poner αi = 0,5 para asegurar convergencia. En los pasos poste-
riores, los valores de αi se determinan a partir de los valores de 𝐴𝐴𝑖𝑖 dados por la ecua-
ción 5.79. 
Stoner26 y 27 propone un procedimiento, como desarrollo del método anterior, para de-
terminar la sensibilidad del sistema en funcionamiento estacionario. En este caso, el 
propósito del cálculo es ver cómo algunos cambios en varios parámetros del sistema 
afectan los demás parámetros. Por ejemplo, qué cambios en los caudales y presiones 
de entrada, o bien de potencia de compresor, deben hacerse para satisfacer una varia-
ción de la demanda del consumidor. A grandes rasgos, el método propuesto puede 
explicarse del modo siguiente. 
Sean iy  los n parámetros en cuyo cambio se está interesado, una vez que los otros m 
parámetros del sistema, denotados por ix , ya han sido cambiados. 
El sistema no lineal de ecuaciones del tipo 5.73 que constituye el modelo del sistema 
se puede escribir de esta forma: 
 ( )1 2 3 1 2,  , ., ; , , , 0j n mF y y y y x x x… …… =  (5.80) 
Un desarrollo en series de Taylor de la función jF  que prescinda de los términos de 













∂ ∂∑ ∑ ;   1, 2, .,j n= …   (5.81) 
Cada uno de estos dos conjuntos de derivadas, /j iF y∂ ∂  y /j iF x∂ ∂ , forma una matriz: 
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 ∂ ∂ 
 =
 ∂ ∂ 




  (5.82) 
Mediante estas identidades, la ecuación 5.81 se puede escribir: 
 [ ] [ ] 0J dy C dx+ = , o sea [ ] [ ]1dy J C dx−= −   (5.83) 
donde [ ] 1J − es la matriz inversa de [ ]J . La matriz que resulta de la multiplicación 
[ ] [ ]1J C−−  recibe el nombre de matriz de sensibilidad del sistema, equivalente a 
/dy dx , y es una medida del cambio en los parámetros iy  
Basta con establecer la matriz de sensibilidad una sola vez para poder determinar, me-
diante una simple multiplicación de matrices, el cambio en los parámetros iy  del sis-
tema que resultan de cualquier cambio en los parámetros  ix , representados por el 
vector { }x∆  ; 
 { } { }dyy x s
dx
 ∆ = ∆  
  (5.84) 
 (Ver ref. 3, 18, 19, 20, 21, 25 y 26) 
 
5.6 Métodos de simulación de redes de conductos de transporte y 
distribución de gases en régimen no estacionario 
En el pasado, se han realizado muchos análisis del flujo no estacionario de los gases 
en las redes de  distribución, en particular de aire y de gas natural, y se han propuesto 
varios modelos para el transporte del gas a grandes distancias y su distribución en redes 
de abastecimiento industrial y urbano, así como del aire en sistemas de ventilación y 
de acondicionamiento. 
Entre las numerosas publicaciones sobre la materia, cabe destacar las de PSIG,28 Banda 
y otros, 29 Herty y otros,30 Osiadacz31 y Kim y otros.32 y 33 Paralelamente, se han pro-
puesto métodos numéricos34 y 35 para la simulación de los varios modelos elaborados y 
para el diseño de instalaciones, que incluye no solo la determinación de la caracterís-
tica de caudal-presión en cualquier punto del sistema (FEA), sino también su implan-
tación espacial (CAD). Estos métodos permiten a los ingenieros realizar cálculos que 
eran imposibles cuando se construyeron gran parte de las plantas e instalaciones ac-
tuales. 
Como introducción al tema, se exponen los fundamentos de los modelos de flujo no 
estacionario de gas en gasoductos y redes de distribución, por una parte, y de aire en 
sistemas de ventilación y acondicionamiento, por otra. 
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El punto de partida del modelo de Banda, Herty y Klar29 para describir el flujo no 
estacionario de gas son las ecuaciones de Euler-Bernoulli isotermas. Utilizando las 
propiedades de soluciones a los problemas de Riemann para estas ecuaciones, derivan 
condiciones de acoplamiento para intersecciones de múltiples tubos. 
Para las redes de gas, estos autores suponen que las ecuaciones de Euler isotermas 
gobiernan la dinámica en cada tubo. A título de ejemplo, consideran que todos los 
tubos tienen un diámetro interior constante y que la celeridad de la onda acústica es 
constante y la misma en todos los tubos de la red, y suponen un coeficiente de fricción 
de estado estacionario que calculan utilizando la ecuación de Chen.36 
  






    = − − +       
  (5.85) 
donde 𝛆𝛆 es la rugosidad de la tubería.  
Finalmente, las ecuaciones que proponen para describir el flujo de gas en los tubos son 
las siguientes: 
 ( )t j x j jρ ρ u 0∂ + ∂ =  (5.86) 
 ( ) ( ) j j j j2 2T J J X J J j
j
ρ u ρ u
ρ U ρ U a ρ λ
2Dρ
∂ + ∂ + = −  (5.87) 
donde 2 /a ZRT M=   . 
Después, proponen unas condiciones de acoplamiento para las intersecciones tubo-
tubo, y para simular el flujo en dichas intersecciones utilizan el procedimiento habitual: 
presión constante e igual en el interior de cada accesorio. De este modo, se simula el 
flujo en las principales partes de la red de tuberías. 
Herty, Mohring y Sachers30 proponen prácticamente el mismo modelo que el anterior 
mediante un análisis asintótico. Además del desarrollo del modelo, presentan unos re-
sultados numéricos que ilustran la validez de su planteamiento y sus propiedades. Por 
otra parte, comparan el modelo con los existentes, en particular la aproximación SI-
MONE y el modelo cuasiestático. Su aportación representa una mejora del esfuerzo de 
computación frente a los modelos tipo de ecuación isoterma y de Weymouth. 
Para simular el flujo de aire en un sistema de conductos, se pueden utilizar varios mé-
todos y programas de ordenador, pero no permiten conseguir por sí mismos un sistema 
de distribución de aire optimizado. El ASHRAE Handbook recomienda el método T, 
que integra el sistema de distribución de aire y el coste del ciclo de vida; sin embargo, 
este método no ha tenido buena aceptación, por varias razones. 
Las publicaciones de Tim, Spitler y Delahoussage32 y 33 introducen un procedimiento 
de diseño óptimo de conductos para sistemas VAV para investigar la importancia de 
los flujos de aire variables en el diseño de los sistemas. En la parte 1, analizan el do-
minio de un problema de optimización de VAV para definir las características del pro-
blema y sugerir un procedimiento de optimización.  
En la parte 2, desarrollan completamente el procedimiento de diseño de conductos de 
sistemas VAV y lo aplican a varios casos, con diferentes valores de los parámetros. 
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Después, analizan los resultados comparando algunos métodos de diseño de sistema 
de conductos, e investigan los efectos de varios factores que influyen en el diseño óp-
timo. 
Los buenos diseños de sistemas de conductos, tanto desde el punto de vista de su fle-
xibilidad como de su rendimiento energético, se pueden lograr únicamente utilizando 
extensos programas de simulación por ordenador, que resuelven los problemas de 
equilibrio del sistema basándose en el flujo másico más que en el flujo volumétrico. 
Estos programas requieren disponer de amplias librerías de datos sobre accesorios y 
rugosidad de los conductos. 
  




Sea el sistema de conducción y distribución de aire representado en la siguiente figura. 
Las longitudes y los diámetros de los diferentes tramos de conducto, el caudal y el 
número de Reynolds de la corriente en cada uno de ellos se indican en la tabla I. 
El estado del aire atmosférico es 5288 K,  1,8·10 PaT P= =   
La viscosidad cinemática es 5 2 11,462·10 m sν − −=   
Determina la potencia requerida por el ventilador suponiendo un rendimiento de 
0,75η =  
Todos los conductos y accesorios son de chapa de hierro galvanizada. Su rugosidad 





A partir de los datos de la tabla I, se calcula el número de Reynolds /hRe D V ν= , con 
24 / hV V Dπ=  , y / hDε  de los cuales dependen los coeficientes de fricción en los 
conductos λ y en los accesorios 𝜁𝜁. 
Para calcular dichos coeficientes, se supone que los efectos de compresibilidad del aire 
son despreciables, lo cual se deberá comprobar posteriormente, de modo que se adop-
tan los valores del flujo incompresible. Para el cálculo del coeficiente de fricción en 








= +  
  
 
cuya precisión es similar a la de la fórmula de Colebrook-White y tiene la ventaja que 
permite el cálculo directo de λ. Los valores de 𝜁𝜁 se toman de los manuales de los 
suministradores de los accesorios. Los resultados del cálculo de λ se muestran en la 
tabla 1. 
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A partir de los valores calculados de λ, la pérdida de presión del fluido en cada  tramo 





λ ρ∆ = , con 
( ) 315º 1,229 kg·mρ −= . Los resultados se muestran en la tabla en función de la veloci-
dad calculada, considerando que todos los tubos son de sección recta circular. En reali-
dad, los conductos son de sección recta rectangular o cuadrada pero, para simplificar 
la determinación de las pérdidas singulares, se consideran de sección recta circular. 
Para elegir el circuito que se utiliza para calcular la potencia absorbida por el ventila-
dor, procede calcular, en primer lugar, las pérdidas en los conductos (sin tener en 
cuenta los accesorios que les corresponden) que constituyen los diferentes circuitos del 
sistema, que son: 
A-Vent-D, A-Vent-E, A-Vent-F, A-Vent-G, A-Vent-H, A-Vent-I, y análogamente 
para las admisiones B y C. 




∆ = + + =∑   




∆ = + + =∑   




∆ = + + =∑  
En los ramales de impulsión, se tiene:  




∆ = + + + =∑




∆ = + + + =∑  




∆ = + + + + + =∑  
Tanto en aspiración como en impulsión, a las pérdidas de presión continuas calculadas 
se han de añadir las pérdidas de presión debidas a los accesorios, comprendidas las de 
toma. 
Los otros recorridos se calculan de idéntica manera. Como quiera que tanto en aspira-
ción como en impulsión todos los circuitos del sistema han de dar lugar el mismo in-
cremento de presión en el ventilador, pues las condiciones atmosféricas de los recintos 
en que se aspira y en que se impulsa el aire son las mismas, dicho incremento se de-
termina aplicando Bernoulli entre los puntos A y E. 
La ecuación se escribe: 
 2 2—vt tr tr dV
V E V E A V A V
P P kV P kV P
− − − −
  
 ∆ = ∆ + − ∆ + +     
∑ ∑ ∑ ∑  (1) 
Los accesorios montados en el circuito de aspiración son los siguientes: toma de aire 
abocinada (0,3 m); dos válvulas de mariposa, ambas de 0,3 m de diámetro; un difusor 
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cónico de 0,3 m a 0,43 m de diámetro, y un codo de 0,65 m de radio de curvatura y 
0,43 m de diámetro. Los accesorios montados en el circuito de impulsión son los si-
guientes: un cono difusor de 0,25 m a 0,34 m de diámetro; una derivación en T 
0,34/0,38; dos válvulas de mariposa de 0,38 m y 0,34m de diámetro, respectivamente; 
un codo de 0,38 m de diámetro y 0,76 m de radio de curvatura, y un ensanchamiento 
brusco de 0,38-1,12 m de diámetro. 






P ζ ρ∆ = , donde los coeficientes de pérdida se obtienen de [Id75] y [Mi88]. En 
la tabla II, se muestran los detalles del cálculo de las pérdidas singulares. 
 
Nº  Long.(m)  Dh(m)  Caudal(m3s-1) Re/105      ε/Dh            λ      V ( )1.m s−   ( )trP Pa∆  
1     4,60         0,30          0,717           2,08       0,00305      0,0270    10,14        26,16       
2   18,40         0,20          0,233           1,01       0,00457      0,0308      7,42        95.87 
3     6,00         0,30          0,95             2,75       0,00305      0,0269    13,44        59,72 
4     1,50         1,20          0,943           2,15       0,00076      0,0200      0,834        0,01 
5   16,80         0,35          0,943           1,99       0,00261      0,0260      9,80        73,65 
6     9,00         0,43          1,893           3,83       0,00213      0,0244     13,035     43,39 
7    4,25          0,50          0,283           1,55       0,00183      0,0243       1,44         0,263 
8    1,20          0,50          0,283           1,55       0,00183      0,0243       1,44         0,074 
9    7,60          0,67          0,567           2,06       0,00137      0,0225       1,608       0,406 
10 13,70         0,62          0,567           2,38       0,00149      0,0227       1,878       1,087 
11   3,00         0,50          0,475           2,59       0,00183      0,0238       2,419       0,513 
12   6,70         0,50          0,475           2,59       0,00183      0,0238       2,419       1,146 
13 10,70         0,59          0,95             4,29       0,00156      0,0226       3,475       3,043 
14  4,60          0,73          1,517           4,55       0,00126      0,0215       3,625       1,094 
15 12,20         0,34          1,893           4,85       0,00269      0,0258      20,85    247,28  
16   6,10         0,34          1,893           4,85       0,00269      0,0258      20,85    123,65   
17  6,70          0,38          0,377           0,864     0,00240      0,0266        3,324      3,18  
18  1,53          0,77          0,188           0,212     0,00119      0,0282       0,403       0,0056  
































0,03 0,6 0,6 0,209 0,233 0,209 1 0,6 0,6 0,233 0,264 𝜁𝜁 
10,14 10,14 13,4 9,80 13,04 20,85 3,324 2,071 3,324 0,403 3,324 V (m/s) 
1,895 37,90 66,6 12,33 24,35 55,83 6,79 1,58 4,07 0,023 1,79 ⧍P (Pa) 
102,82 0,00 0,00 -45,39 0,00 282,47 267,9 0,00 0,00 0,00 11,0 ⧍V
2 
(m2/s2) 
63,18 0,00 0,00 -27,89 0,00 -97,59 -58 0,00 0,00 0,00 -6,77 ⧍P (Pa)(⧍V2) 
Tabla 2 
 
Tabla 1  
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Dando a las magnitudes de la ecuación 1 los valores calculados mostrados en las tablas 
I y II, resulta: 
374,11 92,28 129,67 178,36 913 1.503,73 ,87vtP − + + =+∆ =   
La potencia requerida por el ventilador es: 
˙
W / 1.503,73·1,893 / 0,75vtP V η= ∆ =  
 W 3.795,4 w=  
(Ver [Ash01]) 
Ejercicio 2 
Sea la tubería entre los nudos I y IV que se ilustra en la figura. Conocidos  los paráme-
tros del flujo en los tubos desde 1 a 3 y la presión final prescrita en el nudo IV (PIV=18 
bar), determina la presión de entrada P1 necesaria para asegurar los caudales prefijados, 
y la presión final prescrita, y halla las presiones en los nudos. 
 
Resolución 















= −  





 .  
 
Partiendo del nudo IV, se ha de verificar: 
3
2 2 2.j IV i i
i j
P P K V
=
= +∑   
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Ejercicio 3 
Considérese de nuevo la tubería del ejemplo 1. El problema es algo más complicado 
si, fijadas la presión en la entrada, PI, y la salida, PIV, se ha de determinar el máximo 
caudal de gas que se puede asegurar en el extremo de la línea, conocidos los caudales 
derivados en los nudos II y III. 
 
Resolución 
La solución implica la aplicación de un procedimiento de aproximaciones sucesivas 
(Hain, 1968), conforme a los pasos siguientes: 
(i) Estimar el máximo caudal (1)1V en la primera tubería. 
(ii) A partir de la ecuación de continuidad, encontrar en primera aproximación los 
caudales (1)1V  de las tuberías individuales. 
(iii) A partir de estos últimos valores, hallar las pérdidas de presión en los tubos. 
(iv) Utilizando la relación ( )
1







P P P P j II III m
−
=
= − − =∑ donde m es el 
número de nodos, encontrar las presiones en los nodos que corresponden a los 
(1)
1V  calculados en la primera aproximación. 
(v)   Si el cuadrado de la presión final, Pm, se desvía de su valor en la primera aproxi-
mación Pm(1) en más que el error permitido, entonces los caudales calculados en 
el paso (ii) para los tubos individuales deben corregirse aplicando la expresión 
(2) (1)



















(vi)  Se repite el procedimiento a partir del paso (iii) hasta que las presiones finales 
prescrita y calculada difieren solo en la tolerancia prescrita. 
A título de ejemplo, sea la tubería cuyo esquema se muestra en la figura 1. Se conocen 
los caudales de gas extraídos en los nudos II y III, y los parámetros que caracterizan la 
pérdida de presión por caudal unidad en cada tubería (Ki). Halla el caudal máximo de 
gas en el nudo IV sabiendo que la presión en la entrada es P1 = 55 bar y en el nudo IV, 
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1ª iteración  (1) 32, 45 /IV m s=  
Nudo Tub. Ki jV  (1)iV  
(1).i iK V  
(1)2.i iK V  Pj
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3 10
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2ª iteración (2) 32, 41 /IV m s=  
jV  (2)iV  
(2).i iK V  
(2)2.i iK V  












































≅  16·105 
 
Σ 1.489,2·1010 









∆ = − = −
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Ejercicio 4 
En la tubería caracterizada anteriormente, se desea elevar la presión en el nudo III de 
31,3 a 35 bar. ¿Cuál es el incremento de presión requerido en la entrada y cuáles serán 
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Ejercicio 5 
En la figura, se muestra el esquema en planta de una red de distribución de gas natural. 
Las dimensiones, la longitud y el diámetro de las tuberías de la red y los caudales de 
gas en los nudos se indican en la tabla I. Además, la presión efectiva del gas en el nudo 
A es de 3.300 Pa. Calcula el caudal de gas que pasa por cada una de las tuberías indi-
viduales y las presiones en los nodos. 
Resolución 
Para de calcular las caídas de presión en cada tubería, se utilizará la expresión: 
. .i i i iP K V V∆ =    









λ−= ⋅ ⋅ < >
 
con Pn = 1,014·105 (Pa), Tn = 288,2 (K), M = 16,03 (kg/kmol) y T = 283 (K). Y para 








Al aplicar el método de Hardy Cross, se considerará que cada malla está equilibrada si  
5 iP Pa∆ ≤∑  
 
Nudo      A   B   C   D   E  F G   H   I 
Caudal m3/h  1.200  60  220 200 300 80 40  140 160 
 






















En caso de redes de alta presión:  
2 2 2
1 2 1P P K V− =   
2 2
42 2
1 2 5 5










−   < > < >= ≅   










En este primer cálculo, iP∆∑ en todas las mallas supera 5 Pa. Por consiguiente,  se 
ha de iterar: 
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Efectos de la compresibilidad sobre el flujo. 
 Perturbaciones de presión: su propagación. 






En el flujo del gas, como fluido compresible, son muchas y diversas las causas que se 
encuentran en el origen de las perturbaciones de la presión a partir de un foco puntual. 
Los experimentos realizados para verificarlo así lo demuestran. 
En el punto 7 del capítulo C3, se demostró que una pequeña perturbación de presión en 
un gas se propaga a la velocidad del sonido ( )a , dada por la ecuación ( )2 / sa P ρ= ∂ ∂ . 
La onda acústica tiene propiedades muy simples: su velocidad es constante y su forma 
es permanente, debido a la linealización de las ecuaciones del movimiento. Esta linea-
lización presupone amplitudes de onda y gradientes de velocidad infinitesimales, una 
simplificación que no siempre es admisible. Por el contrario, en dinámica de gases, se 
trata en general con perturbaciones de amplitud finita. En ellas, la velocidad de la onda 
difiere de punto a punto. 
En dinámica de gases, la velocidad de propagación de una pequeña perturbación de 
presión y su relación con la velocidad del gas en una corriente, denominada número de 
Mach, son propiedades importantes del proceso de flujo. 
A continuación, se presenta cómo se promueve la perturbación de la presión en un gas 
en reposo, asociada a su compresibilidad. 
 
6.2 Relación entre la velocidad del foco que produce la perturbación 
de presión y la velocidad de la onda acústica. Número de Mach 
y Onda de Mach 
La propagación de una pequeña perturbación de presión de frente plano se ilustra me-
diante el esquema que se muestra en la figura 6.1. Como una consecuencia del barrido 
del gas por la onda de presión, de amplitud infinitesimal 𝑑𝑑𝑑𝑑, el fluido experimenta 
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cambios infinitesimales en el valor de las propiedades del fluido, tales como 𝑑𝑑𝑑𝑑 y 𝑑𝑑𝑑𝑑, 
entre otras. 
Sea, por ejemplo, un cuerpo que se mueve a una velocidad V en el seno de un gas (v. 
figura 6.2). 
Cada elemento de la superficie del cuerpo provoca en el gas un pequeño incremento de 





Esta onda acústica recorre una distancia a t∆ , a partir del foco, en el intervalo de tiem-
po . t∆ En el mismo intervalo de tiempo, el cuerpo se ha desplazado la distancia V t∆ . 
La experiencia enseña, y la teoría explica, que los fenómenos que ocurren en el gas difie-
ren en función de la relación entre la velocidad del cuerpo y la velocidad del sonido en el 
gas. Esta relación puede ser inferior, igual o superior a la unidad. En aerodinámica, el 
cuerpo que se mueve en un gas en reposo se dice que lo hace en régimen subsónico, sóni-
co o transónico o supersónico, según se cumpla una de dichas relaciones. 
La figura 6.2 ilustra las perturbaciones de presión producidas por un cuerpo que se 
mueve a velocidad subsónica, por lo cual V t a t∆ < ∆ , es decir: el frente de la onda 
acústica está siempre por delante del cuerpo. La situación es distinta cuando . V a≥ La 
figura 6.3 ilustra las perturbaciones de presión producidas por un cuerpo que se mueve 
a la velocidad del sonido, y la figura 6.4, cuando se mueve a una velocidad superior a 




Propagación de  
una perturbación 




presión producida por 
un cuerpo con 
velocidad subsónica 
[ZH76] 
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En el caso V a= , todas las perturbaciones producidas por el cuerpo se reúnen en un 
mismo punto, el foco, y dan lugar a modelos de flujo muy complicados: los regímenes 
denominados sónico y transónico.  
En el caso V a> , el frente de onda de la perturbación creada por el cuerpo queda retra-
sado respecto a él, de modo que el frente de onda no puede dejarlo atrás.  
 
Es decir, en todas las posiciones del cuerpo, este se encuentra delante de los frentes de 
onda de las perturbaciones que ha producido, que atraviesa.  
Los diferentes frentes de onda asociados a las correspondientes perturbaciones de pre-
sión en el fluido quedan envueltos por una superficie cónica, denominada cono de 
Mach.  




α = =  (6.1) 
La superficie del cono representa el frente de la onda de Mach. Se trata de una onda de 
choque sumamente débil, que separa el dominio del fluido en dos regiones: la interior 
al cono, en que el fluido es afectado por las perturbaciones, y la externa, en que el flui-
do no se ve afectado por las perturbaciones. 
 
6.3 Movimiento unidireccional no estacionario  
Como punto de partida, se estudia qué ocurre en el gas cuando se ve desplazado por 
una pared plana que se mueve en la dirección de su normal a una velocidad 𝑢𝑢(𝑡𝑡). 
Sea el movimiento unidireccional de un gas que inicialmente está en reposo. Por ejem-
plo, el provocado por el desplazamiento de una pared plana que se mueve en la direc-
ción de su normal a una velocidad  ( ) u t  (v. figura 6.5). 
Fig. 6.3. (izda.) 
Perturbación de 
presión producida por 
un cuerpo con la 





Fig. 6.4. (drcha.) 
Perturbación de 
presión producida por 








Se trata de un movimiento homoentrópico en la dirección x normal a la pared. En estas 
condiciones,  , , u Pρ  son funciones solo de    .x y t  
Las ecuaciones del movimiento se reducen a: 
Continuidad 0uu
t x x
ρ ρ ρ∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂
 (6.2) 












Estado termodinámico ( ),s s Pρ=  (6.5) 
La ecuación 6.5 nos dice que la presión es una función única de la densidad; 
por tanto, la ecuación 6.3 se puede escribir de la forma:  






 ∂ ∂ ∂ ∂








es una variable del estado termodinámico, cuadrado de una velocidad 








El sistema constituido por las ecuaciones 6.2 a 6.6 admite solución, como mínimo, en 
dos casos particulares:  
− Pequeñas perturbaciones con respecto al reposo 
− Ondas simples no lineales 
 
6.3.1 Pequeñas perturbaciones con respecto al reposo 
En este caso, se puede escribir: 
 0 0 0, , ,P P P u u a a aρ ρ ρ′ ′ ′ ′= + = + = = +  (6.8) 
Fig. 6.5. 
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donde , ,P u y aρ′ ′ ′ ′  tienen unos órdenes de magnitud que hacen que sus productos 
sean despreciables. 


















  (6.9) 




















  (6.10) 
Las soluciones generales del sistema (10) son las ecuaciones de onda: 
 
( ) ( )
( ) ( )
0 0
1 0 1 0
u F x a t G x a t
F x a t G x a tρ
′ = − + +
′ = − + +
 (6.11) 
donde F y G son arbitrarias, y F1 y G1 están relacionadas con las anteriores, que depen-
den de las condiciones inicial y de contorno, mediante las ecuaciones 6.9. 
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= − = = 

= + = − =

  (6.12) 
La primera representa una onda que viaja a la derecha sin modificarse con la velocidad 
a0; la segunda representa una onda que viaja a la izquierda sin modificarse con la velo-
cidad a0. 
Las ecuaciones 0 1 0 2      x a t c y x a t c− = + =  son las líneas características de las ecuaciones 
de onda 6.10. A lo largo de estas características, en el plano 𝑥𝑥, 𝑡𝑡, las perturbaciones u´, 
ρ´ y P´ permanecen constantes. 
Volviendo al esquema del movimiento unidireccional no estacionario mostrado en la 
figura 6.1, cabe concluir que, para xu′ ( ) ( ),p px x t u x t′ ′= = , se tiene: 
 ( ) ( ) 0{ }p px t F x t a t= −  (6.13) 
Cuando la pared se acelera a la derecha (en la misma dirección que la onda), de manera 
que xu′ <0, entonces xρ′ < 0, y se origina una onda de compresión. Si la pared se acelera 
a la izquierda, > 0 y la onda generada es de expansión ( 0, 0x xpρ′ ′> > ).  
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6.3.2 Ondas simples no lineales  
En las ondas simples no lineales, que se pueden originar también por el movimiento de 
una pared en un dominio infinito ocupado por un gas inicialmente en reposo, se cumple 
no solo ( )P P ρ=  como consecuencia de la homoentropía, sino también ( ) u u ρ= .  
Bajo estas condiciones, la ecuación 6.2 y la ecuación 6.3 se escriben: 
 .u u d uu
t x du x
ρ ρ∂ ∂ ∂ + = − 
∂ ∂ ∂ 
 (6.14) 
 
21.u u d dp u du a
t x du du x du
ρ ρ
ρ
∂ ∂ ∂ + = −   
∂ ∂ ∂  
 (6.15) 
Por consiguiente: 




∂ ∂  − = −  ∂ ∂  
  




= ±  (6.16) 
Por otra parte, la relación de homoentropía 0( , )S a S=  proporciona ( )a ρ . En efecto, 





PP PC C aγγ γ ρρρ ρ
− ∂= = → = = ∂ 
 















Sustituyendo la ecuación 6.16 en la 6.15 e integrando, se obtiene: 
 0 0
1 1. ; .
2 2
a a u a a uγ γ− −   = + = −   
   
 (6.18) 
Ahora, introduciendo la ecuación 6.15 en las ecuaciones 6.2 y 6.3, resulta: 












cuya solución general es: 
 ( ) ( )1;u F x u a t F x u a tρ= − ± = − ±        (6.21) 
donde 𝐹𝐹 𝑦𝑦 𝐹𝐹1 son funciones relacionadas por la ecuación 6.15 y la condición de ho-
moentropía. 
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El cálculo de 𝑢𝑢 y de ρ como funciones de  ,x t  requiere sustituir  a  en las ecuaciones 
6.20 y 6.21 por su valor en función de  u . 




u F x u a tγ +  = − +      
(6.22) 
 
El conocimiento de u nos permite calcular a y las variables termodinámicas restantes. 
A título de ejemplo, se vuelve a considerar el movimiento de un gas inicialmente en 
reposo generado por el movimiento en su seno de una placa plana, paralelamente a ella 
misma, a una velocidad up. La velocidad que adquiere el gas viene definida por la 























− +  
= =   
   
 
 (6.23) 
En estas condiciones, la celeridad de la onda aumenta en el transcurso del tiempo, por 
lo cual las primeras ondas pueden verse atrapadas por las generadas posteriormente, y 




 resulte infinita en las condiciones límite. 
En la propagación tanto de ondas de compresión como de ondas de expansión, el perfil 
del frente de onda en tiempos sucesivos se distorsiona, lo cual no ocurre en la teoría 
lineal. El frente de onda se encrespa y da lugar a una onda de choque. Llegados a este 
estado, la ecuación 6.22 deja de ser válida, ya que entran en juego los efectos de la 
viscosidad. 
En la figura 6.6, se muestra cómo se distorsiona una onda simple a medida que se pro-
paga. Las regiones de la onda en que la variación relativa de densidad del gas, definida 
por ( )0 0/ρ ρ ρ− , es más alta tienden a solapar las de valor menor, lo cual se refleja en 
la mayor inclinación de las líneas características (líneas en el plano x,t de pendiente 
( ) 0/dx dt a= ± ), ya que la pendiente es proporcional a la velocidad El encrestamiento 
de la onda en la etapa 3t , representado por el avance de la región de alta presión de la 
onda a la de baja presión, es prácticamente imposible, pues en el mismo punto x debe-
rían coexistir tres valores distintos de la densidad. En esta etapa, los gradientes de velo-
cidad y de temperatura en el gas resultan tan importantes que los efectos de fricción y 
transferencia de calor ya no pueden ser despreciados y se produce una onda de choque 
que se propaga sin ulterior distorsión. 
Los estados del gas a ambos lados de la onda de choque son isoentrópicos, pero no en 
el seno de la onda, donde se produce un incremento de la entropía. 
 





6.3.3 Ondas isoentrópicas de amplitud finita 











∂ ∂ ∂ + + = ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ + + =
∂ ∂ ∂ 
 (6.24) 
La solución, encontrada por Riemann y Earnshaw, ya se ha descrito anteriormente: 
 ( )u F x u a t= − ±    (6.25) 
La ecuación 6.25 significa que, para un observador que se mueve con la velocidad local 
del gas u , la perturbación se propaga a la velocidad acústica local ,a  mientras que, 
con relación a un referencial fijo en el gas no perturbado, se propaga a la velocidad 
u a+ . En general, a la velocidad: 
 c u a= ±  (6.26) 
en que el signo menos significa que la onda viaja hacia la izquierda.  
La ecuación de la velocidad de onda 𝑐𝑐 se evalúa en términos de la densidad del gas, a 
cuyo fin se aplica localmente la teoría de la onda acústica siguiendo el proceso si-
guiente: 
Fig. 6.6.  
Propagación de 
una onda de 
amplitud finita. 
[LR76] 
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− Supuestos un gas perfecto y un proceso isoentrópico ddu a ρ
ρ
 
= ±  
 
 (6  












 e integrando entre ρ  y 















ρ γ ρ γ
−   = ± = ± − = ± − − −   








c a uγ += ±  (6.30) 











−   +  = ± −  −      
 (6.31) 
donde 𝑎𝑎0 es la velocidad del sonido en el gas no perturbado. 
 
6.4 Movimiento de onda unidimensional  
El tipo de movimiento clásico de la onda unidimensional es el que ocurre por el despla-
zamiento de un pistón en un tubo de sección constante, que es el caso de las ondas 
planas.  
Como avance al estudio de la onda de choque, parece oportuno comentar que ocurre en 
el caso del movimiento impulsivo de un pistón a una velocidad 𝑢𝑢𝑝𝑝. Debido a la inercia 
del gas inicialmente en reposo, se genera sobre la superficie del pistón en contacto con 
el gas una presión P y se establece una onda de choque que se propaga por el gas en 
reposo a una velocidad c.  
La región de fluido comprimido entre la onda de choque y el pistón aumenta su longi-
tud a la velocidad (c-up) transcurrido un tiempo. 
En la figura 6.7, se ilustra en un diagrama x, t la trayectoria del pistón y la de la onda 
generada. 
Si la presión en la región del gas no perturbado es 0P , la presión del gas perturbado 
ante la onda de choque es 1 0P P> . Parece conveniente, pues, elegir la relación entre 
presiones 1/P P  como parámetro independiente básico para establecer todas las rela-
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ciones entre las variables de estado del fluido detrás y delante de la onda de choque. A 
partir del estudio de la onda de choque, se deduce la relación entre presiones, que en 














donde 1M  1/c a=  
Las ecuaciones anteriores permiten determinar la velocidad de propagación de la onda 












= = + 
 
 (6.33) 
A su vez, la velocidad del gas detrás de la onda de choque 2u  está relacionada con la 
velocidad de desplazamiento del pistón por la condición 1 2pu u u= − , condición que 
permite determinar la velocidad del pistón para que se alcance la relación de presiones 
1/P P . 









Sustituyendo ( )1 2/ρ ρ  en términos de ( ) ( )2 1 1/ / ,P P P P≅  aplicando las relaciones de 




















   + ≅ −  −   + + 
 (6.34) 
Como se explica en el apartado siguiente, la onda de choque generada en el gas estacionario 
por el desplazamiento del pistón a una velocidad pu  puede ser fuerte o débil.  
Fig. 6.7.  
Trayectorias. 
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=   + 
 (6.35) 
6.5 Discontinuidades de velocidad 
La experiencia enseña que, entre los fenómenos en que se producen discontinuidades 
del vector velocidad, las capas de remolino y las ondas de choque son los más notorios. 
Para las discontinuidades de velocidad, no existen condiciones de compatibilidad ci-
nemática; sí existen, sin embargo, condiciones de compatibilidad dinámica. 
La deducción de las condiciones de compatibilidad dinámica necesita basarse en los 
principios generales de la conservación, formulados de forma integral sobre un domi-
nio que contenga una región de la superficie de discontinuidad Sd y proceder por paso 
al límite cuando la frontera del dominio tienda a confundirse con esta región. 
Sea el dominio representado en la figura 6.8, de volumen  V , ocupado por un gas ideal, 
en el que la superficie frontera es S .  
Este volumen fluido está dividido por una superficie de discontinuidad Sd en dos regio-
nes, 1 y 2. Está claro que esta deducción no puede hacerse directamente a partir de las 




Sea una magnitud intensiva del gas ( ),f r t  con derivadas continuas en 1 2 V yV  pero de 
magnitud f  en el volumen de gas V , con discontinuidades de primera especie sobre 
dS . La cantidad de f  contenida en el volumen V es: 
 ( ),
V
F f r t dV= ∫

   (6.36) 
La variación temporal de F  es:  




= = + ∇∫ ∫  (6.37)  
cuando 1 2 S y S  tienden a dS , 1 2    V y V  tienden a cero. 
Fig. 6.83. 
 






2 2 1 1,
lim
d d
n nS S S S
dF f V f V dS
dt→
= −∫  (6.38) 
donde 2 1  f y f  son los límites de ( ), f r t

  a ambos lados de dS  sobre las superficies 
fluidas 2 1  S y S cuando tienden a dS , y 2 1  n nV yV  son las componentes normales de las 
correspondientes velocidades relativas a 2 1 S y S  con respecto a dS . 
Sean * *2 1  f y f  los valores de ( ),f r t







d dS S S S
dF f f ndS
dt→
−∫   (6.39) 
Combinando las ecuaciones 6.39 y 6.38, obtenemos: 




f V f V f f n dS− − − =∫  (6.40) 
La ecuación 6.40 se ha de verificar en cualquier región dS  considerada, y, dado que el 





ˆ 0nfV f n− =   (6.41) 
La relación 6.41 expresa que la magnitud ( )ˆ*nfV f n−  es invariante al atravesar la 
superficie de discontinuidad. 
6.5.1 Invariantes mecánicos de la discontinuidad 
La aplicación de la ecuación 6.41 a los principios de conservación de la masa, del im-
pulso y de la energía proporciona los tres invariantes mecánicos de la discontinuidad: 
− Conservación de la masa:  
  *  ,  0f fρ= =   ; 1 1 2 2n nV V Gρ ρ= =  (6.42) 
 donde G es el flujo másico específico a través de dS   
− Conservación del impulso:  f Vρ=

 , *f P= − ; 









= +  
 






1 1 1 1 1 2 2 2 2 22 2n n
V VV u PV V u P Vρ ρ
   
+ + = + +      
   
 (6.44) 
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6.6 Ondas de choque  
Más adelante, se explica cómo, al examinar y analizar el fenómeno de la descarga ho-
moentrópica de gases por toberas convergentes-divergentes, se constata que, cuando la 
presión ambiente es inferior a la presión de los gases en la sección de salida de la tobe-
ra que produce bloqueo sónico, aparecen transformaciones de las características del 
flujo en secciones alejadas de la garganta, en el tramo divergente de la tobera, que no 
pueden explicarse en el contexto de la teoría del continuo y las ecuaciones de Euler. 
Estas transformaciones se producen en capas de discontinuidad muy estrechas, en que 
los mecanismos por los cuales la viscosidad del fluido y la transmisión de calor disipan 
energía son importantes. Estas regiones muy estrechas reciben el nombre de ondas de 
choque y son discontinuidades normales. 
La experiencia también enseña que un gas puede experimentar, bajo ciertas condicio-
nes, un cambio de estado abrupto. Ello ocurre, por ejemplo, en los fenómenos relacio-
nados con explosiones y detonaciones.  
En estos y otros casos, el sistema de onda que se forma tiene un frente muy escarpado a 
través del cual la presión y la densidad del gas experimentan un gran incremento. 
Como quiera que la génesis de las ondas de choque es un proceso casi instantáneo en 
que la energía para comprimir el gas que fluye a través de la onda es aportada a expen-
sas de la energía cinética del flujo corriente arriba de la onda, el proceso es irreversible. 
Ello significa que el gas, a su paso por la onda, disminuye su energía disponible y ex-
perimenta un incremento en su entropía, o sea, la temperatura del gas alcanza un valor 
superior al que correspondería en caso de compresión isoentrópica. 
Para hallar una solución a los problemas de dinámica de gases en que las discontinui-
dades enunciadas se encuentran involucradas, se han de establecer las relaciones que 
han de satisfacer los valores de las magnitudes fluidas a ambos lados de la discontinui-
dad, en que el gas se comporta como ideal. Estas relaciones se obtienen considerando 
las propiedades que son invariantes a través de la superficie de discontinuidad. Como 
se ha visto, estas propiedades son la masa, el impulso y la energía. 
La figura 6.9 ilustra, mediante un esquema, la región de un campo fluido en que se 
encuentra una onda de choque fija. El fluido se mueve en esta región con una velocidad 
local V

 que, con respecto al plano de la onda, se descompone en una componente 
normal nV  y una componente tangencial 𝑉𝑉𝑡𝑡, que tiene idéntico valor a ambos lados de 
la onda. A través de la onda, se ha de verificar: 
 
Conservación de la masa: 1 1 2 2 n nV Vρ ρ=  (6.45) 
 
Conservación del impulso: 2 21 1 1 2 2 2n nP V P Vρ ρ+ = +   (6.46) 




n nV Vh h+ = +  (6.47)  
Conservación de la componente tangencial de la velocidad: 1 2t tV V=  (6.48) 
 




El problema del flujo detrás de la onda de choque consiste en encontrar los valores de 
las componentes de velocidad del gas y de las dos variables de estado del mismo. Ello 
representa cinco incógnitas, de modo que se necesitan cinco ecuaciones independien-
tes.  
A las cuatro ecuaciones ya planteadas, hay que añadir una quinta: la ecuación de esta-




P ah RTγ γ




Hay varios tipos diferentes de ondas de choque; sin embargo, en este libro se analizan 
únicamente las propiedades de las ondas de choque normal y de choque oblicuo en 
gases perfectos. 
6.6.1 Evolución de la velocidad y de la entropía del gas a través de una 
onda de choque 
En una onda de choque, los cambios de velocidad, presión, temperatura, etc., ocurren 
en la dirección del movimiento, o sea, la onda de choque es una onda longitudinal. A 
través de la onda de choque estacionaria, el flujo de gas es unidimensional, compresible 
y viscoso.  
Las ecuaciones que definen la variación de la velocidad del gas en dicho movimiento 
son las siguientes: 
− Ecuación de continuidad: ( ) 0d u
dx
ρ =  (6.50) 
− Ecuación de cantidad de movimiento: ( )2d dP dudx dx dx
σρ = − +  (6.51) 
 donde σ es la tensión de compresión. 
− Ecuación de la energía: ( ) ( )0
d duh u q
dx dx
ρ σ= −   (6.52) 
donde 0h  es la entalpía específica de remanso y q  es el flujo específico de calor. 
Fig. 6.9. 
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Integrando estas ecuaciones entre un punto del flujo antes de la onda de choque, donde 
tanto σ  como q  son nulos, y otro en el seno de la onda, donde q  también es cero –
proceso adiabático–, se obtiene: 
 cte.u mρ = =  (6.53) 
 ( )2 21 1 1u u P Pρ ρ σ− = − − + (6.54) 
 ( )1 1u u uρ ρ σ− =  (6.55) 
Resulta, pues, que la distribución de velocidad del gas en el seno de la onda requiere 
conocer la distribución de P  y de σ  a lo largo del espesor de onda. 
Es evidente que la disipación de energía en el interior de la onda, debido al trabajo 
irreversible uσ  de las tensiones de compresión, se traduce, de acuerdo con la segunda 
ley de la termodinámica, en un incremento de la entropía del gas a través de la onda, 
cuyo valor puede ser determinado aplicando dicha ley. A tal fin, la forma diferencial de 
la variación de la entropía por unidad de masa de gas al paso por la onda se escribe: 










h h u= −   , y   ( )f uσ = ∇   (6.57) 
Por consiguiente, la ecuación 6.56 resulta: 
 
1 1ds udu dP
T ρ
 
= − + 
 
 (6.58) 
A su vez, de acuerdo con los fundamentos de equilibrio dinámico subyacentes en las 
ecuaciones de Navier-Stokes, cabe admitir la ecuación: 
 ( )1udu dP d uσ
ρ
+ = ∇  (6.59) 
Sustituyendo la relación 6.59 en la ecuación 6.58, e integrando la expresión resultante 
entre un punto de una línea de corriente antes de la onda de choque y el punto corres-















− = − ∇∫  (6.60) 
A la vista de la distribución de velocidad en la onda (v. figura 6.11) y de los resultados 
de perfil de temperatura obtenidos en ella por Sherman (1) (v. figura 6.10), el segundo 
miembro de la ecuación 6.60 resulta negativo, lo cual significa que la entropía del gas 
aumenta a medida que atraviesa la onda de choque. Conocidas la evolución de T  y  
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( )uσ ∇  a través del espesor de onda, se puede integrar la ecuación 6.60 para después 




6.6.2 Onda de choque normal, o recto 
En este caso, 0tV = ; por consiguiente, las ecuaciones 6.45, 6.46 y 6.47 se escriben: 
 1 1 2 2V Vρ ρ=  (6.61) 





V Vh h+ = +  (6.63) 
Combinando las ecuaciones 6.61 y 6.62 e introduciendo los volúmenes específicos del 
gas 1v
ρ
= , se obtiene: 




de una onda de 
choque. 
 
Fig. 6.10.  
Distribución de 
temperatura a 
través del espesor 
de una onda de 
choque 
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=  − 

 − =  − 
 (6.64) 
Sustituyendo las ecuaciones 6.64 en la ecuación 6.63, tomando h u Pv= + , resulta: 
 ( )( ) ( )1 2 1 2 2 12P P v v u u+ + = −   (6.65) 
que es la denominada ecuación de Hugoniot,1 también conocida con el nombre de 
adiabática dinámica. 











 ( ) ( )













La ecuación 6.66 sustituye la ecuación de Laplace ( )Pv Cteγ =  en cuanto concierne a 




La comparación entre ambas ecuaciones se ilustra en la figura 6.12, en que las curvas 
correspondientes se han representado en términos de las variables adimensionales: 
( ) ( )2 1 2 1/ ,  /  P P v vω ϕ= = y ( )1/ 1β γ γ= + −  
Incorporando estos parámetros en la ecuación 6.43, se obtiene: 
 ( ) ( )/ 1ω β ϕ βϕ= − −  (6.67) 
La curva representativa de la ecuación 6.67 es una hipérbola equilátera. Solo la curva 
situada en el primer cuadrante tiene significado físico.  
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 1 / γω ϕ=  (6.68) 
Como se observa en la representación gráfica de las ecuaciones 6.44 y 6.45, la adiabá-
tica dinámica de Hugoniot8 y la adiabática isoentrópica de Laplace tienen un punto en 
común que tiene por coordenadas 1,  1ω ϕ= = . Este punto representa el estado del gas 
antes de la onda de choque. En él, la adiabática dinámica y la adiabática isoentrópica 



















= +  
 
 (6.70) 
La adiabática dinámica admite por asíntota la recta 1/ϕ β=  y corta el eje de las φ en 
el punto de abscisa  β ϕ= . La existencia de esta asíntota significa, desde el punto de 
vista físico, que la densidad del gas conserva un valor finito 2 1ρ βρ< , sea cual sea la 
relación de presiones ω . 
 
Relaciones entre las magnitudes del flujo, las propiedades termodinámicas del gas 
y el número de Mach 
Como se ha visto, la velocidad del gas antes de la onda de choque 1V  viene dada por la 
ecuación: 
( ) ( ){ }2 21 1 2 1 2 1/V v P P v v= − −  











donde α  es el ángulo, con respecto al eje φ, formado por la secante que pasa por los 
puntos 1,1 y M  de la adiabática dinámica, de modo que, en el punto 1,1, isα α=  y la 
velocidad 1V  toma el valor: 
 1 11, 1
1 1
is is
P PV tan aα γ
ρ ρ
= = =  (6.72) 
La ecuación 6.72 impone la conclusión siguiente: mientras la velocidad 𝑉𝑉1 no sobrepa-
se la celeridad del sonido 𝑎𝑎1 en el gas antes del choque, no hay onda de choque. Esto 
significa que el flujo antes de la onda de choque ha de ser supersónico para que 
el choque ocurra.  Ello comporta, como se va a comprobar, que el flujo de gas después 
de la onda de choque ha de ser subsónico. 
En efecto, sean 2V  la velocidad del gas después de la onda de choque, y 2 2 2, , T P ρ  el 
valor de sus variables de estado. Se ha de verificar: 
1 1 M >










1 2 1 2 1
P V Ph aγ γ γ
γ ρ γ ρ γ
+
= + = =
− − −
    (6.73) 
Sustituyendo en la ecuación 6.73 2 2  y  Pρ  por ( )1 1 2/   V Vρ y ( )1 1 1 2 1P V V Vρ− − , res-






Va V V V
V
 
− = − 
 
 ; o sea, 
2*
1 2a V V=  (6.74) 
Introduciendo en la ecuación 6.74 las velocidades reducidas ( )*/ , c V aµ = resulta: 
 1 2 1c cµ µ =  (6.75) 
Esta es la denominada relación de Prandtl, que establece lo siguiente: dado que el flujo 
de gas antes de la onda de choque es supersónico 1 11 1cM µ> → > , el flujo de gas 
después de la onda ha de ser subsónico 2 21 1cM µ< → < . 
Conocido el estado del gas y su movimiento antes de la onda de choque, caracterizados 
por el número de Mach 1M , se puede determinar la relación de presiones estáticas del 
gas 2 1/P P , o sea, la relación de compresión del gas a través de la onda de choque.  
En efecto, sustituyendo en la ecuación 6.65 de la adiabática de Hugoniot8 las relacio-
nes: 
( ) ( )2 1 2 1/ /v v V V= , ( )11 2 2 1
1
VP P V V
v











   −
= −   + +   
 









   −
= −   + +   
 (6.76) 
A partir de la ecuación 6.76 y de las relaciones isoentrópicas de las variables de estado 
del gas antes y después de la onda de choque, se deducen fácilmente las relaciones: 
2 1 2 1 20 10 2 1 / , / , / ,  / , M M T T P P s s etc. 

















Combinando las ecuaciones 6.76 y 6.77 se obtiene: 
















 − + =  
− −  
 (6.78) 
A su vez, dado que la temperatura de remanso del gas se mantiene a través de la onda, 















































Si bien la temperatura de remanso del gas se mantiene a través de la onda por tratarse 
de un proceso adiabático, no es así para la presión de remanso, que disminuye a medida 
que aumenta el número de Mach del flujo de gas antes de la onda. La relación entre las 
presiones de remanso del flujo antes y después del paso del gas a través de la onda 
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−  − + +       − = = −       −+ +     + −   + 
 
 (6.81) 

























=  − +    −  −  + +  
 (6.82) 
La variación de la densidad del gas a través de la onda se obtiene a partir de la relación 







Sustituyendo las relaciones entre presiones y entre temperaturas pos sus valores en 
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Las ondas de choque se describen frecuentemente en términos de los parámetros δ 












≡ − , respectivamente. 
Mediante el parámetro β, la ecuación 6.76 se escribe:   




= − + 
 (6.84) 





= +  
 
 (6.85) 
Esta expresión sirve para escribir en términos de β todas las relaciones entre las propie-
dades de estado del gas deducidas anteriormente. 
Ondas de choque no estacionarias 
Las ondas de choque pueden también ser no estacionarias. En este caso, es la onda de cho-
que la que se desplaza en el gas inicialmente en reposo. Para poder aplicar los resultados 
precedentes, es necesario imprimir a todo el conjunto una velocidad de arrastre igual y 
opuesta a la velocidad corriente arriba 1V . La onda de choque se desplaza entonces a la 
velocidad 1V  en el gas en reposo, como se muestra en la figura 6.13.  
 
El gas, después de ser barrido por la onda, se mueve tras ella a una velocidad 1 2V V− . 
La relación entre los valores de las magnitudes de estado del gas se obtiene de las 
ecuaciones deducidas para la onda de choque normal estacionario poniendo en ellas 
( )1 1 1/M V a= , donde 1a  sería la velocidad del sonido en el gas sin perturbar. La ecua-
ción 6.78 daría el número de Mach 2M  relativo a la onda. 
La velocidad real del gas sería 1 2 1 2 2gV V V V M a= − = −  (6.86) 
donde 2a  es la velocidad del sonido en el gas detrás de la onda, igual a ( )
1/2
2RTγ . 
Las relaciones 10 20 10 20 20 10,   y h h T T P P= = <  no se cumplen en ondas de choque móvi-
les, ya que las propiedades de remanso cambian al cambiar el sistema de referencia. 
Fig. 6.13. 
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Incremento de entropía del gas a través de la onda 
En el apartado C6.5.1, ya se ha tratado del incremento de entropía del gas a través de 
una onda de choque, y se ha obtenido la ecuación 6.60 que lo determina. En este 
subapartado, se da una versión más explícita de dicho incremento. 
Se sabe en termodinámica que la variación de entropía de un gas se expresa mediante la 
ecuación: 
p
dT dPds c R
T p
= −  






T Ps s c R
T P
− = −  (6.87) 
Para un gas perfecto, sustituyendo en la ecuación 6.87 las relaciones de temperatura y 
de presión a través de la onda, se obtiene:    
 2 12 1
1 2
v





    − =    
    
 (6.88) 




















Así pues, la entropía del gas aumenta a través de la onda de choque, debido a los proce-
sos de disipación de energía que ocurren en el seno del espesor de la onda, discontinui-
dad que no es infinitamente delgada y en que el gas experimenta efectos de viscosidad 
y de conductividad térmica importantes. 
En el caso de ondas de choque intensas, como las que pueden surgir en la detonación 
de explosivos potentes, los aumentos de temperatura y de presión resultantes son muy 
importantes. Así, para una velocidad del gas antes del choque de 1.800 m/s, el aumento 
de presión que se produce a través de la onda de choque es de 22·109 Pa y el incremen-
to de temperatura, de 1.075 ºC. 
6.6.3 Ondas de choque oblicuo 
En la figura 6.14, se muestran tres casos de flujo supersónico con choques oblicuos: 
− Flujo de gas alrededor de una esquina 
− Incidencia de un flujo de gas sobre una cuña con un ángulo de ataque nulo 
− Incidencia de un flujo de gas sobre una cuña con un ángulo de ataque no nulo 
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En todos los casos, se considera únicamente el choque oblicuo más débil de los dos 
posibles, aquel para el cual 2 1M > . 
 
Al tratarse de un flujo no viscoso, cualquier línea de corriente puede ser sustituida por 
un contorno sólido. Por consiguiente, en el caso de una cuña no simétrica con respecto 
a la dirección de la corriente incidente, el flujo sobre cada cara de la cuña viene deter-
minado únicamente por la inclinación de su superficie.  
Además, si las ondas de choque están adheridas a la arista borde de la cuña, las superfi-
cies inferior y superior son independientes. 
Veamos, como caso más simple, el contorno cóncavo con respecto al movimiento del 
gas representado en la figura 6.15. Frente a este contorno, el gas ha de experimentar un 
cambio de dirección para acomodarse al ángulo de la esquina, que se supone relativa-
mente grande. 
 
Como una consecuencia de la discontinuidad del contorno, aparece una onda de choque 
cuyo frente se inclina con respecto a la dirección del flujo incidente un ángulo β, de-
nominado ángulo de onda, que es mayor que el ángulo de Mach. Se trata de una onda 
de choque oblicuo. 
La onda de choque oblicuo se reduce a la onda de choque normal si, a todo el campo de 
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las relaciones obtenidas para la onda de choque normal continúan siendo válidas si se 
sustituye 1M  por 1 1nM M senβ= .  
Por consiguiente, las relaciones entre los valores de las propiedades termodinámicas 


















































   ( )
( ) ( )
( )
( )/ 11/ 1 2 2
12 2 102 1
1 2 2
201
1  21 1
1 1 2
M sen Ps s ln M sen ln
R PM sen
γ γγ γ β
β
γ γ β
− −−  +− 
=

= + −   + − +    
  (6.92) 
Las ecuaciones 6.90 y 6.92 muestran que la máxima inclinación de onda posible es 
/ 2β π=  , así que el rango de posibles ángulos de onda para un dado número de Mach 
inicial es: 




πβ≤ ≤  (6.93) 
La onda de choque oblicua lleva asociada una desviación del flujo hacia la onda que es 
consecuencia de que la componente tangencial de la velocidad ha de conservarse y la 
componente normal ha de disminuir al paso del gas por la onda. Para calcular esta desvia-
ción, basta con expresar la constancia de la componente tangencial de la velocidad: 
 1 2 2
1







= = → =  (6.94) 








γ 11 MV ρ 2 1 γ 12




= = = +  + + +    
 










   − = +  + +   
 (6.96) 










M sentan tan cot
M M cos
β





 (6.97)  
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Por otra parte, el número de Mach 2M de la corriente de gas después del choque se 
determina a partir de la ecuación que relaciona 1 2  M y M  para la onda de choque nor-























  (6.98)  
La ecuación 6.98 está representada en la figura 6.16 para γ  1, 4= , y, en la figura 6.17, 
la relación explícita entre β y θ. 
A la vista de la figura 6.16, se constata que, para el mismo número de Mach del flujo 
incidente y con idéntica desviación de este, los posibles valores de β son dos. De las 
dos soluciones posibles, la de menor valor de β, que corresponde a una onda de choque 
fuerte, está asociada a un número de Mach del flujo incidente más pequeño y, por 
consiguiente, produce cambios menos intensos de las magnitudes del gas. El flujo 
detrás de la onda de choque es supersónico en términos de la velocidad total 
n tV V V= +
  
. La segunda solución, que corresponde al valor de β más grande, se deno-
mina onda de choque débil.  
 
Si el problema físico admite ambas soluciones, la que aparece es la débil, ya que es la 
más estable. El flujo detrás de la onda de choque es subsónico. Además, ambas figuras 
muestran que, para cada valor de 1M , hay un valor máximo de θ. 
En los casos en que el flujo después de la onda de choque es supersónico (M2 > 1), a 
toda disminución del ángulo de cuña θ le corresponde una disminución del ángulo de 
onda β y, en el límite, 0 ,θ β µ→ → , valor definido por la expresión: 
 2 21 sen 1 0M µ − =  (6.99) 
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Las líneas de inclinación µ se denominan líneas de Mach. Se pueden trazar en cual-
quier punto del campo de movimiento. Si el movimiento no es uniforme, entonces µ 
varía con M, y las líneas de Mach son curvas.  
Como avance de las características (v. anexo III), tema del cual se hace una breve 
aplicación más adelante, cabe ahora explicar que, a partir de cualquier punto del campo 
de movimiento de un gas, se pueden trazar dos líneas que se intersecan con la línea de 
corriente con un ángulo μ, denominadas características y denotadas por (+) y (-), como 
se muestra en la figura 6.18  
 
Choques oblicuos débiles  
Si los ángulos de desviación θ son pequeños, las ecuaciones del choque oblicuo resul-
tan muy simples. Una relación entre β y θ más útil que la ecuación 6.75 es la siguiente: 
 






tan β θ γ 1 M sen β 2


















Para pequeños ángulos de desviación θ, la ecuación 6.101 puede aproximarse por: 
 2 2 21 1
11 tan
2
M sen Mγβ β θ+ − ≅ ⋅ 
 
 (6.102) 
Según cuál sea el valor del número de Mach del flujo después de la onda, resulta que, si 
2 1M <  y θ es pequeño, el valor de β se aproxima a π/2; si 2 1M > , el valor de β se 























Mediante la ecuación 6.104, se pueden deducir las relaciones que dependen de la com-
ponente normal 𝑀𝑀1senβ; algunas de ellas son las siguientes: 
− Cambio del valor de la velocidad del gas al paso a través de la onda:  
Fig. 6.18. 































− Cambio del valor de entropía del gas: 
 3~s θ∆  (6.107) 












 es mucho menor que µ. 
6.7. Ondas de expansión 
Si, en un sistema tubo-pistón como el representado en la figura 6.19, el pistón se mueve 
impulsivamente a una velocidad 𝑢𝑢𝑝𝑝 hacia un extremo, se produce una onda de expansión 
en el gas contenido en el volumen del tramo opuesto del tubo. La distribución de veloci-
dad de las partículas de gas afectadas por la onda es, en el primer instante, un “escalón”; 
sin embargo, este escalón no puede mantenerse en una onda de expansión, de modo que 
tan pronto como se inicia la propagación de la onda, esta empieza a aplanarse. El resulta-
do final es una distribución lineal de la velocidad de las partículas de gas.  
 
Fig. 6.19.  [LR57] 
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Entre la característica límite y el pistón, las propiedades del gas tienen los valores uni-
formes 𝑑𝑑3,𝑑𝑑3, 𝑎𝑎3, etc., que, en el caso de un gas perfecto, vienen dadas por las relacio-
nes isoentrópicas. Así, la relación entre las presiones P3 y P4 que define la intensidad 
de la onda de expansión es 














Las propiedades que caracterizan este fenómeno son principalmente las siguientes: 
− La onda producida por el movimiento impulsivo del pistón se denomina onda de 
expansión centrada. El frente de la onda se propaga en la región de fluido no per-
turbado a la velocidad 4a .  




c a uγ += +  (6.109)  
Esta velocidad decrece a través de la onda, ya que 0.u <  
− El conjunto de líneas rectas que forman un abanico son líneas en que  , , c u ρ  son 
constantes. Son las líneas características cuya pendiente va disminuyendo en el 
transcurso del tiempo aplanando el abanico, que deviene más ancho. Los gradientes 
de velocidad, densidad, etc., van disminuyendo su valor. 
− La ecuación de la característica límite del abanico es: 
 ( ) 4
1/
2 p
x t a uγ += −  (6.110) 
− Entre la característica límite y el pistón, las propiedades del gas tienen los valores 
uniformes 3 3 3, , , etc.,P aρ  que, en el caso de un gas perfecto, vienen dadas por las 
relaciones isoentrópicas. 
En particular, la relación de presión 3 4/P P  que define la intensidad de la onda de 
expansión es definida por la ecuación: 
 














− La máxima expansión que se puede alcanzar corresponde teóricamente a 3 0ρ = , 
estado que se alcanza también teóricamente cuando la velocidad del pistón es: 
 ( )42 / 1pu a γ= −  (6.112) 
6.7.1 Ondas de expansión debidas al contorno  
Cuando un flujo supersónico se encuentra con un contorno divergente, aparece una 
onda de expansión. La perturbación que produce el inicio de la parte divergente del 
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contorno se propaga a lo largo de una línea de Mach que parte de dicho punto. A causa 
de la expansión, la presión en la corriente después de la línea de Mach será menor que 
antes de esta línea.  
El consiguiente gradiente de presión a través de la onda acelera el movimiento del gas, 
que incrementa su número de Mach. 
Este incremento se debe únicamente al aumento de la componente normal de la veloci-
dad, pues la componente tangencial a ambos lados de la onda es idéntica. El cambio de 
dirección de la corriente se realiza a lo largo de la línea de Mach con un ángulo µ con 
respecto a la dirección de la velocidad incidente que depende del número de Mach del 




µ = , tal como se ilustra en la figura 6.20. Si el 
flujo inicial es estacionario y uniforme, las ondas de choque oblicuo se pueden analizar 
aplicando los métodos de flujo unidimensional. Tal es el caso de las ondas de expan-
sión en un flujo bidimensional estacionario uniforme, denominadas ondas simples u 
ondas de Prandtl-Meyer. 
 
Como se ilustra en la figura, la transición de la corriente supersónica de aproximación a 
la esquina M1 hasta la corriente después de ella M2 se realiza por una región de expan-
sión, denominada abanico de expansión de Prandtl-Meyer, en que las líneas de Mach 
son simples. Dentro de ella, la velocidad del gas a lo largo de la línea de corriente varía 
en función del ángulo de dicha línea. Esta es una de las características de las ondas 
simples; otra es que las líneas de Mach son rectas, y a lo largo de ellas las propiedades 
de flujo son constantes. 
La ecuación diferencial que gobierna el flujo en el abanico de expansión de Prandtl-
Meyer se deduce a partir de la condición cinemática de igualdad de la componente 
tangencial de la velocidad a ambos lados de cada onda: 
 ( ) ( )tV Vcos V dV cos dµ µ θ= = + −  (6.113) 
Desarrollando ( )cos dµ θ−  y teniendo en cuenta que cos θ 1≅  y sen dθ dθ≅ , se ob-
tiene: 
 tan  dθdV
V
µ= −  (6.114) 
Fig. 6.20. 











, luego 2 1 dVd M
V
θ = − −  (6.115) 
 
La ecuación 6.115 es la ecuación diferencial que gobierna el flujo de Prandtl-Meyer. Su 
integración requiere conocer la relación entre la velocidad y el número de Mach. 
En el caso de un gas perfecto, las ecuaciones disponibles son: 
 




1 11 12 2






 =− −= +  +
  (6.116) 












Sustituyendo en la ecuación 6.117 el valor de dV
V
















La ecuación 6.118 es la forma diferencial para flujo de onda simple. Su integral es: 
 
 ( )1 21 1 11 1tan M
γ γθ
γ γ
−+ −= − −
− +
+ 1 2 1tan M− −   + cte. (6.119) 
La determinación de la constante requiere conocer el número de Mach del flujo que se 
acerca al vértice del diedro y el ángulo de desviación θ en él. El caso más simple es 
1 1M =  y 1θ 0= , para el cual la constante es 0 (v. figura 6.21). 
En este caso singular, el ángulo de desviación del flujo, conocido como ángulo de 
Prandtl-Meyer, se denota por ν, y viene dado por la ecuación 6.92, con cte. = 0, o sea: 
( )1 21 1 11 1tan M
γ γν
γ γ
−+ −= − −
− +
+ 1 2 1tan M− −  (6.120) 
La figura 6.21 presenta los valores de ν en función del número de Mach para 1, 4.γ =  
La tabla 11 en el anexo I, presenta valores de ν en función del número de Mach M para 
varios valores de γ.                                                    
El ángulo de desviación del flujo desde un número de Mach inicial 1 1 M >  hasta un 
número de Mach final 2 1M M>  viene dado por  2 1θ ν ν= − . (6.121)                                                            
 





Una vez determinado el número de Mach del flujo para un ángulo de desviación θ dado 
mediante la ecuación 6.119, las demás variables del flujo se pueden determinar apli-
cando las ecuaciones de flujo isoentrópico, o bien a partir de la tabla 11. 
En cuanto a los signos de los ángulos de desviación θ y de Prandtl-Meyer ν, se han de 
considerar positivos cuando el giro del flujo es en sentido contrario al de las agujas del 
reloj y negativos si es en el mismo sentido. 
Todo cuanto se ha expuesto hasta aquí sobre las ondas de choque y las ondas de expan-
sión es sumamente útil para comprender el funcionamiento del denominado tubo de 
choque y analizar las condiciones del flujo en él. 










Ejercicio 1  
La onda generada por una explosión nuclear se desplaza a una velocidad de 15.240 m/s 
en el aire atmosférico cuya presión barométrica es de 1,0133·105 Pa y la temperatura, 
de 294,4 ºK. 
Calcula: 
(i) El número de Mach de la onda de choque relativa al aire estacionario. 
(ii) La presión y la temperatura de estancamiento detrás de la onda de choque, relati-
vas a un observador fijo. 
Resolución: 
(i) La velocidad del sonido en el aire atmosférico es: 
a = (γRT)1/2 = (1,4·287,04·294,4)1/2 = 343,96 m/s 
por consiguiente, el número de Mach es: 
/ 15.240 / 343,96 44,30M V a= = =  




















 − − 
 
Sustituyendo valores 1, 4γ =  y 1M =  44,30,  























= − + + 
 






= − =    
5
2 12.289,4. 2.289,4·1,0133·10P P= =   → 2 2.319,85P =  ·105 Pa 





2 1 1 2.




γ γ γ γ
    − −
= − +   + + + +      










 = + =
  
 
Efectos de la compresibilidad sobre el flujo 
 
213 
Sabiendo que 1 294,4T = , resulta → 2 112.619,43T =  K 
Detrás de la onda de choque, la celeridad de la onda acústica con respecto a un obser-
vador fijo es: 
a2 = {γRT2}1/2 = {1,4·287,04·112.619,43}1/2 = 6.727,32 m/s 
y la velocidad del aire:    V2 = a2 .M2 = 6.727,32 · 0,3785 = 2.546,29 m/s 
La velocidad del aire detrás de la onda de choque con respecto a un observador fijo 
tiene por valor: 
V2f = V – V2 = 15.240 – 2.546,29  → 2 12.693,7 m / sfV =  
Y el número de Mach es 2 2 2/ 12.693,7 / 6.727,32f fM V a= =  → 2 1,8869fM =  












Por consiguiente, los valores de presión y temperatura de estancamiento son: 
20 2 / 0,15227 2.319,85 / 0,15227fP P= =  → 20 15.235,11 PafP =  
20 2 / 0,584 112.619,43 / 0,584fT T= =  → 20 192.841,49 KfT =  
(Ver [ZH76]) 
Ejercicio 2  
Un avión vuela a una velocidad de 180 m/s y a una altitud de 12.000 m, donde la tem-
peratura del aire es de –20ºC y su presión absoluta es de 2·104 Pa. 
Suponiendo régimen homoentrópico, se pregunta: 
1. Determinar la velocidad crítica del aire con respecto al avión. 
2. Determinar la velocidad límite del aire con respecto al avión. 
Resolución: 
1. Aplicando Bernoulli para un fluido compresible en movimiento homoentrópico, la 











   
Conocida la velocidad del avión, el cálculo del cuadrado de la velocidad del sonido 
permite determinar el valor de la velocidad crítica. En efecto: 
a2 = γ R T = 1,4 (8.315/28,96).(273 – 20) = 101.697,96 m2/s2 
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Sustituyendo el valor de a2 en la ecuación (1), se obtiene: 
( )
½2 2
* 2 1,4 1 180 101698
1,4 1 2 1,4 1
V
  −
= +   + −   
, de donde * 1300,25 .V m s−=  
2. La velocidad límite, o velocidad máxima, que se puede alcanzar por expansión hasta 








Despejando la velocidad límite y sustituyendo valores, se obtiene: 
½ ½2 2




    
= + = +     − −    
 
   de donde: 




Una onda de choque oblicua está orientada un ángulo de 70º con respecto de la direc-
ción del vector velocidad corriente arriba. Sabiendo que el número de Mach de la co-
rriente antes de la onda es de 3, ¿cuáles son el número de Mach, la temperatura y la 
velocidad de la corriente después de la onda de choque? 
La temperatura del aire antes de la onda es de 6º C. 
Resolución: 
Sea 1nV  la componente normal a la onda de la velocidad de la corriente antes de ella, 
de ángulo α; entonces: 
( )1 1 1 1 1 1 1 1sen ,   / / sen senn n nV V M V a V a Mα α α= = = =  
 ( ) ( )½ ½ 11 1,4·287,14·279 334,9 m·sa RTγ −= = = , sen sen70º 0,891α = =  















































 ; sustituyendo valores, se obtiene 2 645,69 KT =  
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La velocidad de la corriente después de la onda de choque se expresa: 
( ) [ ]( )½½ 22 2 2 22 2 2 2 2 1 1cos70ºn t nV V V a M a M= + = +  
donde:  
( ) ( )½ ½ 12 1,4·287,14·645,69 509,48 m·sa RTγ −= = =  
Sustituyendo valores, se obtiene: 
( ) ( )
½2 2
2 509,48·0,4978 334,9·3·0,454 521,89V  = + =   




El tubo de choque. Ondas de 
detonación y de deflagración 
7.1 Introducción 
Las variaciones de presión y de temperatura provocadas por el paso de una onda de cho-
que por un fluido pueden verse acompañadas por una modificación del estado químico 
de este fluido si se trata de una mezcla reactiva. Es así, en ciertas condiciones, en la 
propagación de la combustión en mezclas formadas por un combustible y un portador de 
oxígeno. Entonces, la combustión se transmite paso a paso mediante una onda de choque 
intensa que produce la inflamación por compresión adiabática y que separa cada instante 
el gas en dos regiones diferentes, una compuesta por la mezcla fresca y la otra, por los 
gases de combustión. 
En este capítulo, se describen básicamente los fenómenos de detonación y de deflagra-
ción que resultan de las explosiones según si la velocidad de propagación de las ondas 
generadas es supersónica o subsónica, respectivamente. De hecho, la detonación es una 
combustión supersónica que implica la existencia de una onda expansiva y una zona 
detrás de ella, mientras que la deflagración es una combustión súbita cuya llama se pro-
paga a baja velocidad. En una deflagración, el frente de llama avanza por difusión tér-
mica. Por el contrario, en una detonación, la combustión está asociada a una onda de 
choque. 
En estos fenómenos, es esencial conocer la cinética química de los gases reactivos, par-
ticularmente en lo relativo al proceso de ignición. Es por ello, entre otras razones, que 
CalTech realizó las primeras aplicaciones del tubo de choque al estudio de la cinética 
química de alta temperatura. 
Por su interés en varios campos de la dinámica de gases, la cinética química, la aerodi-
námica, la transferencia de calor, la astrofísica e, incluso, en los efectos de impacto de 
las ondas de explosión en los seres humanos, se ha incluido el apartado siguiente. 
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7.2 El tubo de choque 
El tubo de choque consiste de dos secciones: una denominada sección conductora o pro-
motora y la otra denominada sección conducida o de prueba. Estas dos secciones están 
llenas de gas a presión diferente e inicialmente están separadas por un diafragma delgado. 
En estas secciones, el gas que las llena puede ser de distinta naturaleza y encontrarse a 
diferente temperatura. El parámetro básico del tubo de choque es la relación de presión 
en el diafragma. La rotura del diafragma crea una onda de choque, que se propaga en la 
sección de prueba, y una onda de expansión, que se propaga en la sección promotora, 
como se muestra en la figura 7.1 (a y b).  
 
 





Esquema del tubo de 
choque1  
 
Fig. 7.2.  
Vista de la sección pro-
motora y del diafragma 
de un tubo de choque1 
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La frontera móvil entre el fluido procesado por choque y el fluido expandido se denomina 
superficie de contacto. Las condiciones a través de la superficie de contacto son una 
presión y una velocidad constantes. La onda de choque incidente recorre todo el camino 







gación de onda en el 




ral de los frentes de onda 
y del estado del gas (P,T) 
a lo largo del tubo de cho-
que después de la rotura 
del diafragma [LR57] 
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Similarmente, la onda de expansión se refleja en el otro extremo del tubo, al final de la 
sección de operación.  
El choque reflejado interactúa con la superficie de contacto o con la onda de expansión 
reflejada.1 La onda de choque confiere al gas de la sección de prueba una aceleración 
brutal, acompañada por un salto de temperatura, de presión y de densidad. 
La posición en el transcurso del tiempo, a partir del instante de rotura del diafragma, de 
la superficie de contacto y de los frentes de onda de presión y de expansión desde la 
posición del diafragma se muestra en la figura 7.4. En ella, también se ha representado 
la evolución de la presión y de la temperatura del gas a lo largo del tubo. 
En el instante inicial, cuando el diafragma está roto, la distribución de presión es ideal-
mente un escalón que se desdobla en una onda de choque que se propaga por el interior 
de la cámara de expansión a una velocidad sc  y una onda de expansión que se propaga 
por la cámara de compresión a una velocidad 4a  en su frontera. 
Sean 2P  la presión del gas una vez ha sido barrido por la onda de choque y 3P  la presión 
una vez barrido el gas por la onda de expansión; la interfaz de las regiones (2) y (3) es la 
superficie de contacto. Despreciando difusión, pues ambas regiones están permanente-
mente separadas por la superficie de contacto, y suponiendo ausencia de fenómenos di-
sipadores, la onda de choque mantiene una velocidad constante y, por tanto, en un sistema de 
referencia fijo a la onda de choque, el flujo es unidimensional y estacionario. 
7.2.1 Principios del tubo de choque simple 
En general, se puede suponer que el gas de la sección promotora (alta presión) se com-
porta como un gas ideal y que la expansión es un proceso isoentrópico en la forma de 
ondas centradas. Este supuesto está justificado porque dicho gas es habitualmente mo-
noatómico y la temperatura es relativamente baja durante la expansión, salvo en algunos 
casos. 
Las condiciones suficientes para determinar la intensidad de choque 2 1/P P , y la intensidad 
de expansión 3 4/P P  en términos de la relación de presión del diafragma 4 1/P P  son:  
− Igualdad de valor de la presión en cada lado de la superficie contacto, 2 3P P= . 
− Idéntico valor de la velocidad, 2 3 ,u u=  donde 3u  es la velocidad de la superficie de 
contacto. 






 (invariante de Riemann) se mantiene 









  (7.1) 
pues 3 4γ γ= , 2 3u u=  (interfaz), u4 = 0. 














  (7.2) 
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=  − − 
 
 (7.3) 
Por otra parte, 2u  y 2P  están relacionados a las condiciones iniciales del gas de prueba 
por las ecuaciones de Rankine-Hugoniot. En el caso congelado ( )1 2γ γ− , se obtiene a 
partir de esta condición y de la ecuación 7.3, la ecuación que relaciona el número de 





























− + − =
  −
− −  −   
 (7.4) 
La ecuación 7.4 da una idea cualitativamente correcta de la importancia de varios pará-
metros. Así, a fin de obtener el número de Mach lo más alto posible, la relación de las 
presiones iniciales 4 1/P P  ha de ser la mayor posible, pero la relación 4 1/a a ha de ser 















La ecuación 7.4 también puede escribirse en la forma: 
 ( )( )( )
( ) ( )
( )4 42 / 1
4 1 4 2 14 2
1 1 1 1 1 2 1
1 / / 1
1
2 2 1 / 1
a a P PP P







 + + − 
  (7.5) 
La ecuación 7.5 da la intensidad del choque 2 1/P P  implícitamente como una función de 
la relación de presión en el diafragma. La intensidad de expansión se obtiene, entonces, 
a partir de la ecuación: 
  3 3 1 2 1
4 1 4 4 1
/
/
P P P P P
P P P P P
= =  (7.6) 
Una vez conocida la intensidad de choque, todas las otras magnitudes se determinan fá-
cilmente a partir de las ecuaciones de la onda de choque recto. En las dos caras de la 
superficie de contacto, las presiones y las velocidades del fluido son las mismas pero las 
densidades y las temperaturas son distintas. La temperatura tras la onda de expansión 
esta viene dada por la relación isoentrópica: 
  
( ) ( )4 4 4 41 / 1 /
3 3 2 1
4 4 4 1
/
/
T P P P
T P P P
γ γ γ γ− −
   
= =   
   
 (7.7) 
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Se ha encontrado que, a valores bajos de la relación de presión, los valores de la veloci-
dad y de la intensidad del choque coinciden bien con las predicciones teóricas; las dis-
crepancias se inician a relaciones de presión más bien altas. 
En la tabla 7.1, se reflejan los valores de salto de choque para dos gases de γ de distinto 
valor, obtenidos experimentalmente en el tubo de choque que describe la referencia 1. 
 





















































7.2.2 Características del tubo de choque 
Las características principales del tubo de choque son las siguientes: 
− Calentamiento/compresión instantáneas por ondas de choque 
− Conocimiento preciso de las condiciones de choque incidente y reflejado 
− Amplio rango de valores de T y P de choque, una vez reflejado (600-4.000 K, 0,1-
1.000 atm) 
− Uniforme T y P durante largos tiempos de ensayo mediante inserciones en la sección 
promotora 
− Aplicando el enfoque del volumen de reacción restringido (en inglés, CRV), se con-
sigue mantener aproximadamente constante la presión a lo largo de todo el tiempo de 
experimentación, mientras que en el tubo de choque convencional se suceden grandes 
cambios de presión. La figura 7.5 (a y b) muestra la evolución temporal de la presión 
en un proceso de ignición de hidrógeno a 950 K, realizado en un tubo de choque 
convencional y en un volumen de reacción restringido, respectivamente. 
− Es adecuado para examinar las correlaciones del tiempo de ignición en diferentes 
alcanos y determinar el tiempo de retardo de la ignición en función de la temperatura 
(v. figura 7.6a y 7.6b). 
Tabla 7.1. 
Valores del salto 
de choque1 








7.3 Limitaciones tecnológicas 
Las dimensiones limitadas del tubo y la gran velocidad con que se propagan las ondas 
en él determinan que el flujo de gas de prueba entre la onda de choque y la interfaz se 
desarrolle en un tiempo muy corto y puede ser perturbado por varios sistemas de onda 
que se propagan en él. Evidentemente, el esquema de funcionamiento subyacente en el 
modelo de funcionamiento teórico del tubo es solo una aproximación a la realidad, pues 
varios fenómenos tienden a modificarlo influyendo en los fenómenos de no equilibrio 
estudiados en él. Los efectos más significativos son las perturbaciones relacionadas con 
la presencia de la capa límite de la pared y, en menor extensión, los que resultan de la 
rotura no instantánea del diafragma. 
La figura 7.7 muestra la variación de la velocidad inicial de la onda de choque con la 
relación de presión en el diafragma y la distancia (x) (con aire en ambas cámaras). 2 
Fig. 7.51. 
Fig. 7.61. 
Tiempo de retardo de 
ignición en función 
de la temperatura  
  




7.3.1 Capa límite 
La capa límite que se desarrolla a lo largo de las paredes del tubo entre el choque inci-
dente y la interfaz actúa como un sumidero de la parte no disipadora del gas de prueba, 
de modo que se produce una pérdida de este gas a través de la interfaz en la capa límite 
(v. fig. 7.8).  
Ello conduce a una desaceleración de la onda de choque, a una aceleración de la interfaz 
y, por consiguiente, a valores no constantes de las magnitudes de flujo. Este régimen no 
estacionario tiende a un régimen límite estacionario, obtenido teóricamente cuando el 
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Entre otras peculiaridades y efectos de la capa límite, cabe citar los siguientes: 
− El flujo másico perdido aumenta a medida que la distancia de separación entre la 
onda de choque y la interfaz aumenta. 
− La onda de choque y la interfaz en el régimen límite tienen la misma velocidad (cons-
tante), pero las magnitudes de flujo, aun siendo estacionario, varían entre el choque 
y la interfaz. 
− Los efectos son tanto más significativos cuanto menores son la presión inicial y la 
sección recta del tubo. 
La pérdida de gas caliente a través de la interfaz tiende a crear un gradiente de presión 
normal a la pared y, por tanto, tiende a conferir a la interfaz una forma convexa creciente. 
 
7.3.2 Apertura no instantánea del diafragma 
En un tubo de choque real, la onda de choque no se crea instantáneamente sino que se 
forma por la coalescencia de las ondas de compresión que surgen durante la apertura 
progresiva del diafragma y se acelera poco a poco durante un tiempo más bien largo 
después de su apertura completa. Para obtener un choque a velocidad constante, se ne-
cesitan varios metros de tubo. 
Conocidas la duración total de la apertura del diafragma, la relación de presión de la 
sección promotora/sección de prueba inicial y la composición de los correspondientes 
gases, es posible describir la fase de aceleración de la onda de choque y las propiedades 
relacionadas del flujo. La onda de choque se acelera fuertemente a partir de la apertura 
del diafragma hasta alcanzar un valor máximo a partir del cual se va desacelerando hasta 
alcanzar el valor límite dado por la ecuación 7.5.  
La figura 7.9 muestra la influencia del tiempo de apertura del diafragma sobre la evolu-
ción de la onda de choque. La fase de aceleración es tanto más corta cuanto mayor es la 
relación de presiones inicial, cuanto más ligero es el gas de la sección promotora y cuanto 
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7.3.3 Ondas de choque reflejadas 
En el extremo del tubo, se refleja la onda de choque que retrocede por el gas ya compri-
mido y calentado por la onda de choque incidente. Así, se produce un ulterior incremento 
de temperatura, presión y densidad del gas de prueba, que crea unas condiciones más 
favorables para iniciar procesos reactivos. 
Como en el caso del choque incidente, varios son los procesos aerodinámicos que pueden 
perturbar el estado el gas de prueba corriente abajo del choque reflejado. 
 
Uno de los efectos perturbadores está asociado a la interacción del choque reflejado y la 
superficie de contacto, como se muestra en la figura 7.10.  
Tres casos de interacción son posibles: el choque reflejado en el extremo del tubo se 
refleja, a su vez, sobre la interfaz en forma de choque (caso a) o en forma de ondas de 
rarefacción (caso b), o bien atraviesa la interfaz sin reflejarse (caso c). En los dos prime-
ros casos, que son los más frecuentes, las propiedades del gas de prueba corriente abajo 
del choque reflejado resultan modificadas y el tiempo de ensayo útil puede verse suma-
mente reducido, mientras que, en el tercer caso, teóricamente es muy grande. 
(Ver ref. 3) 
7.4 Aplicaciones 
Son muchas las aplicaciones del tubo de choque gracias a dos características peculiares: 
una muy corta duración del flujo, del orden de los milisegundos, y los altos valores de 
entalpía de estancamiento que pueden obtenerse. 
Los cambios bruscos de la condición del flujo en el frente del choque se pueden utilizar 
para estudiar los efectos aerodinámicos transitorios, así como la dinámica y la respuesta 
térmica. 
En el campo de la física molecular, el tubo de choque aporta medios simples para pro-
ducir rápidos cambios en el estado de un fluido, a fin de observar efectos de relajación, 
velocidades de reacción, etc. Además, dado que se pueden alcanzar valores muy altos de 
entalpía, es posible estudiar fenómenos de disociación, ionización, etc. 
Fig. 7.10. 
Interacción del 
choque reflejado y 
la superficie de 
contacto 
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Los tubos de choque equipados con detectores láser facilitan la investigación de la ciné-
tica química de las reacciones de cadena ramificada, en particular, los estudios de igni-
ción (tiempo de retardo de ignición) (v. figura 7.6). 
7.5 Ondas de combustión, de detonación y de deflagración  
Sea π el plano de una onda que separa el fluido en dos regiones, A y B, de naturaleza 
química diferente. Se admite que estos gases se encuentran en equilibrio químico y que 
la reacción tiene lugar únicamente en el seno de la onda (v. figura 7.11). Las ecuaciones 
básicas son: 
La ecuación de Hugoniot:3  
 ( )( ) ( )1 2 1 2 2 12P P v v u u+ − = −   (7.9) 
y la de las velocidades de los fluidos: 





=  − 










Dos clases de ondas de choque y de combustión son posibles: las que propagan una com-
presión, 2 1 2 1 , P P v v> < , y las que propagan una expansión, 2 1 2 1  ,    P P v v< > . Las prime-
ras son las detonaciones y las segundas, las deflagraciones. 
Sean 2, 1,B Au u−  la variación de energía interna del gas a través de la onda y [ ] 1 1,B v Tu la 
energía interna específica del gas B en un estado intermedio a la temperatura 1T  y con 
un volumen específico 1v .  
Se puede escribir: 
 [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }
2 2 1 1 1 1 1 1
2, 1,B A B B B Av T v T v T v T
u u u u u u− = − + −  (7.11) 
Asimilado el gas B a una mezcla de gases perfectos, se cumple: 
 [ ] [ ]{ } ( )
2
2 2 1 1
1
T
B B v Bv T v T
T
u u c dT− = ∫  (7.12) 
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El segundo sumando del primer miembro de la ecuación 7.11 representa el poder calorí-
fico a volumen constante del gas A a la temperatura 1T , o sea, 
1
vc T
P   . Por consiguiente, 
la ecuación de Hugoniot1 puede escribirse de la forma: 










P P v v P c dT + − + =  ∫   (7.13) 
Para un gas A determinado, fijados 1T  y 1v , la ecuación 7.9 aporta una relación entre 2P  
y 2v a la que corresponde, en el diagrama ,P v , una curva FG que, como ya se ha dicho 
en otro apartado anterior, recibe el nombre de adiabática dinámica. Todos los puntos de 
esta curva representan estados posibles para el gas B; a cada uno de ellos corresponde 




Si 1M  es un punto de coordenadas 1P , 1v , el punto P de la ordenada 1P representa las 
combustiones a presión constante y el punto V, las combustiones a volumen constante. 
Al arco PV no le corresponde onda de choque y de combustión alguna, ya que en todo 
punto de dicho arco se tiene: 2 1P P>  y 2 1v v> . 
En el arco VF, se tiene 2 1P P>  y 2 1v v< , por lo cual todos sus puntos corresponden a 
detonaciones, en que 1 1V a>  y 1 1M > . 
En el arco PG, se tiene 2 1P P<  y 2 1v v> , de modo que todos sus puntos representan 
deflagraciones, en que 1 1V a<  y 1M <  1. 
Las ecuaciones que gobiernan las ondas de combustión son la de continuidad o conser-
vación del flujo másico específico G V Cteρ= = , la de conservación del impulso 
2P V Cteρ+ = y la de conservación de la energía, escrita de forma que la energía interna 
sensible se sustituye por la suma de esta y de la energía de formación fu , o sea, 




1 1 1 2 2 22 2c
V Vu Pv u u P v+ + + ∆ = + +   (7.14) 
Fig. 7.12. 
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La combinación de las ecuaciones de conservación del flujo másico específico y del im-
pulso aporta la ecuación para la línea de Rayleigh, también denominada línea R, que se 
escribe: 
 2 2 1





−  = − = − −  
  (7.15) 
Combinando esta última ecuación con las de conservación del flujo másico específico y 
la del impulso a través de la onda, resulta: 
 ( ) ( )( )2 1 1 2 1 2
1
2c
u u u P P v v− + ∆ = + −   (7.16) 
Ahora bien, teniendo en cuenta que la ecuación calórica de estado para un sistema simple 
se escribe ( )/vu c P Rρ= , su combinación con la ecuación 7.16 aporta la ecuación del 
lugar geométrico de los estados finales posibles para los productos tras la onda, dados un 
estado inicial y una energía de combustión.  
La figura 7.13 ilustra la representación de dicho lugar geométrico en el plano Pv . En 
ella, se muestran tres curvas diferentes, denominadas curvas de Hugoniot, que corres-
ponden a valores diferentes de la energía de combustión. Las curvas de Hugoniot para 
flujo diabático constan de tramos de especial interés.  
En la figura 7.14, se identifican cinco regiones; de ellas, la II, la III y la IV se encuentran 
entre los puntos J, K de la curva, denominados puntos de Chapman3-Jouguet,4 en que la 
curva es tangente a una isoentrópica y, además, representan estados del proceso de com-
bustión en que la velocidad de los gases de combustión es sónica.  
 
 
7.5.1 Ondas de detonación y ondas de deflagración  
El descubrimiento de las detonaciones en los gases se debe a dos grupos de investigado-
res franceses: Mallard y Le Chatelier8, y Berthelot y Vieille9. 
La onda de detonación es completamente diferente de todos los demás tipos de propaga-
ción de llama. Se propaga a una velocidad supersónica constante particular para cada 
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La velocidad de detonación supersónica no puede describirse en términos de procesos de 
conductividad térmica y de difusión responsables de la propagación lenta de la llama. La 
propagación de llama por conductividad térmica e intercambio de difusión entre la zona 
de combustión y el gas que no ha reaccionado está gobernada por un movimiento térmico 
molecular y, por término medio, es menor que la velocidad del sonido. Maillard y Cha-
telier8 fueron los primeros en explicar correctamente el fenómeno y sugirieron que el 
principal mecanismo para la propagación de la combustión era la compresión. 
La teoría de la detonación basada en la teoría de las ondas de choque fue propuesta ori-
ginalmente por el físico ruso Michelson10. 
Años más tarde, la teoría fue desarrollada independientemente por Chapman, a la cual 
Jouguet realizó valiosas contribuciones, uno de cuyos resultados fue la generalización de 
la teoría de la onda de choque. La onda de detonación fue representada como una onda 
de choque con liberación de energía dentro del frente de onda. Desconocida la publica-
ción de Michelson fuera de Rusia, la teoría recibió el nombre de Chapman-Jouguet. Esta 
teoría ha sido objeto de notables mejoras, aportadas por Zeldovich11, Von Neumann12 y 
Döring13. 
Teoría fluidodinámica de detonación de Chapman-Jouguet 
La teoría de detonación de Chapman-Jouguet no ha sido desarrollada por completo ni ha 
sido confirmada adecuadamente, si bien ha posibilitado la estimación de la velocidad de 
la onda de detonación.  
La figura 7.15 muestra no solo cómo el explosivo cambia en productos de detonación 
simultáneamente a su compresión en el interior del frente de onda de choque de detona-
ción δ , sino también la adiabática de Hugoniot para la onda de detonación, las dos líneas 
rectas de Michelson –tangente y secante a la adiabática– y los puntos representativos de 
los parámetros de las ondas de detonación normal, de Chapman-Jouguet, fuerte y débil, 
además de la evolución de la presión en la mezcla explosiva hasta su detonación, y la de 
los productos de detonación en función de la distancia al frente de onda. 
Al reconocer que, de todas las líneas rectas trazadas a partir de un punto de estado inicial 
0, solo la línea tangente tiene un punto común con la adiabática de Hugoniot, Chapman 
propuso una regla que define los parámetros de la onda de detonación de estado estacio-
nario como los correspondientes al punto 1 1,P v de contacto de la recta con la adiabática 
de Hugoniot. Este punto recibió la denominación de punto de Chapman-Jouguet. 
 
Fig. 7.15. 
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En esencia, la teoría de Chapman-Jouguet está relacionada únicamente con las caracte-
rísticas energéticas de las ondas de detonación. La teoría no tiene en cuenta la cinética 
de reacción química. 
Modelo físico de la detonación debido a Zeldovich-Von Neumann-Döring  
Este modelo, debido inicialmente a Zeldovich, con la contribución posterior de Von Neu-
mann y Döring, independientemente, se fundamenta en una zona de reacción química 
infinitamente delgada. 
La figura 7.16 ilustra cómo la mezcla explosiva se comprime, sin cambio químico, en el 
interior del frente de onda de choque de detonación δ, y cómo su descomposición se 
produce detrás del frente en el estado comprimido, por choque bajo el efecto de la alta 
temperatura asociada a él. 
La curva HS representa la adiabática de Hugoniot para onda de choque sin reacción quí-
mica, la curva HD representa la adiabática de Hugoniot para onda de detonación y las 
líneas 012 y 0432’ que son las rectas de Michelson. 
 
Los puntos 1, 3 y 4 representan los estados ,P v  correspondientes a la detonación normal 
de Chapman-Jouguet, a la detonación fuerte y a la detonación débil, respectivamente. 
El estado comprimido por choque está especificado por uno de los puntos de la curva HS 
y el estado CJ, por uno de los puntos de la curva HD.  
La onda de detonación estacionaria requiere que ambos puntos sobre HS y HD estén 
localizados en la intersección de las curvas, con una línea recta que pasa por el punto de 
estado inicial, pues todos los puntos de esta línea corresponden a una velocidad de pro-
pagación común. De todas las rectas trazadas a partir del punto de estado inicial, solo la 
tangente a la curva HD determina la velocidad y otros parámetros de la onda de detona-
ción. 
La velocidad de detonación14 es inestable con respecto a los efectos de las ondas de ra-
refacción, con las cuales están en comunicación efectiva, cuando su valor es menor que 
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Por otra parte, la teoría ZND predijo una presión elevada dentro de la zona de reacción. 
Es la zona a, que consiste en el explosivo comprimido por choque y su transformación 
en productos de detonación.  
La figura 7.17 muestra la estructura de una onda de detonación ZND. Como resultado 
del paso de la onda de choque por la mezcla explosiva, la presión, la densidad y la tem-
peratura del gas mezcla aumentan abruptamente.  
A esta etapa, le sigue un tiempo breve de retardo de ignición antes de que ocurra la de-
flagración, hasta alcanzar, por último, el estado final de la onda de detonación.  
La formación de una onda de detonación depende también de la relación de mezcla com-
bustible/oxidante. A este respecto, hay unos límites definidos, el inferior y el superior a 
la relación de mezcla detonable, denominados límites de detonación. Fuera de estos lí-
mites, la onda de detonación no se forma. 
 
Ondas de deflagración 
Las deflagraciones corresponden a estados representados en el tramo inferior de la curva 
de Hugoniot JK próximos al punto de Chapman-Jouguet. La velocidad de la llama de 
una onda de deflagración está controlada por una combinación de conducción de calor y 
difusión de masa, mientras que la velocidad de una onda de detonación está controlada 
por los incrementos bruscos de presión, de densidad y de temperatura producidos por la 
onda de choque normal.  
Para predecir las velocidades de las ondas de deflagración, se han propuesto varias teo-
rías. Básicamente, son tres: 
− teoría térmica, fundamentada en la transferencia de calor de tasa controlada; 
− teoría de la difusión, basada en la transferencia de masa de tasa controlada, y 
− teorías que son una combinación de las anteriores. 
Las dos primeras teorías predicen un incremento en la velocidad de la llama al aumentar 
su temperatura, lo cual está de acuerdo con las observaciones experimentales. El tercer 
Fig. 7.17. 
[ZH76] 
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modelo teórico ha sido objeto de notables análisis por parte de Zeldovich, Frank-Kame-
netskii5 y Semenov6 que han aportando conocimientos que han contribuido a establecer 
un acuerdo razonable entre la teoría y los experimentos.  
Como ocurre con las mezclas detonantes, las relaciones de mezcla que dan lugar a una 
onda de deflagración estacionaria se encuentran entre dos límites: el inferior y el supe-
rior, denominados límites de inflamabilidad, los cuales, en general, son más amplios que 
los límites de detonación. Spalding desarrolló una teoría para predecir los límites de in-
flamabilidad. 
7.6 Velocidades de propagación de las ondas y de los productos de 
combustión: su dirección  
El punto J de Chapman-Jouguet en la adiabática dinámica corresponde a un estado muy 
significativo que cabe analizar calculando la variación de entropía específica de los gases 
de combustión en la proximidad a dicho punto. 
Sea una transformación elemental reversible del estado termodinámico de los gases de 
combustión dada por: 
 ( )2 2 2 2 2 2 2T ds du d P v V dV= + +  (7.17) 
La ecuación 7.17 se puede simplificar procediendo de la manera siguiente: 
− Sustitución de 2du  por su valor deducido mediante la ecuación de Hugoniot, consi-
derando fijo el estado (1), o sea: 
( ) ( )2 1 2 2 1 2 2
1 1
2 2
du v v dP P P dv= − − +
 
− Sustitución de 2 2V dV  por: 
( )
2
2 1 2 2 2 1
2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 22
P P v dP P PV dV v dv dv
v v v v dv v v
   − −
= + +   − − −       
deducido a partir de: 






=  −   














=  (7.18) 
Es decir, la isoentrópica de los gases de combustión que pasa por el punto J es tangente, 
en este punto, a la adiabática dinámica. Lo mismo sucede en el punto K. 
Por otra parte, se demuestra que la entropía de los gases de combustión es mínima en J 
y máxima en K, condiciones en que 2 2V a= , lo cual significa que, en estos puntos, la 
celeridad de la onda con respecto a los gases de combustión que la siguen es igual a la 
celeridad de la onda acústica en estos gases.  
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La propagación de las ondas es, pues, independiente de las condiciones corriente abajo, 
donde las perturbaciones no pueden alcanzar, en ningún caso, las ondas críticas. Este es 
el origen, en particular, de la notable estabilidad de la onda de Chapman-Jouguet, que es 
la que se observa habitualmente en la combustión detonante de las mezclas carburantes. 
Las detonaciones fuertes se propagan a una velocidad menor que la del sonido en el gas 
que las sigue, lo cual también ocurre en las deflagraciones débiles. Este es el origen de 
la inestabilidad de las detonaciones fuertes, cuyas ondas son avanzadas fácilmente por 
las ondas de expansión que provienen de corriente abajo, de modo que sus velocidades 
se han de reducir hasta que se haya llegado al estado estable de la onda de Chapman- 
Jouguet. Contrariamente, para las detonaciones débiles y las deflagraciones fuertes, la 
onda se propaga a una velocidad superior a la celeridad del sonido en el gas que las sigue. 
Por último, se expone cómo determinar la dirección de la velocidad absoluta de los gases 
quemados, relativa a un observador estacionario. 
De acuerdo con el esquema del proceso de combustión representado en la figura 7.18, la 
velocidad de los gases de combustión es: 
 11 2 1
2




= − = − 
 
 (7.19) 
Así, para una onda de detonación en que 2 1/ 1,ρ ρ >  resulta 10 gcV V≤ ≤ , o sea, los pro-
ductos de combustión se mueven detrás de la onda a una velocidad inferior a la velocidad 
de detonación y, para una onda de deflagración en que 2 1/ 1ρ ρ <  , resulta gcV  0< , lo 
cual significa que dichos gases se mueven en dirección opuesta a la de la onda.  
La posición relativa al frente de llama de las partículas de combustión en el proceso de 




A título de resumen, las características que identifican las ondas de detonación12 y de 
deflagración son las siguientes: 
 
 1M  2M  2 1/P P  2 1/V V  2 1/v v  2 1/T T  
Detonación >1 <1 , >1 >1 <1 <1 >1 
Deflagración <1 <1 <1 >1 >1 >1 
  
Fig. 7.18. 




Por el interior de un tubo lleno de argón ( )208 J/kg.K,  5 / 3  R γ= = en reposo a 300 K, se 
desplaza un pistón que genera un choque que viaja a una velocidad de 3.225 m/s. Determina: 
1. El número de Mach del choque y las relaciones de presión y de temperatura en él si 
el sistema de referencia se fija al choque en movimiento. 
2. El número de Mach de la onda de choque promovida en el argón por el desplaza-
miento del pistón en las condiciones anteriores, y la relación de presiones y de tem-
peraturas de remanso del gas a ambos lados de la onda. 
3. Igual que (2), pero considerando el choque fijo. 
4. 3 1 3 1, /  /rM P P yT T , si la onda de choque se refleja en el extremo del tubo considerado 
cerrado.  
Resolución 
Las figuras E1 y E2 ilustran la generación de onda de choque normal por el movimiento 
de un pistón, y las figuras E3 y E4, los campos del movimiento del gas a ambos lados 
del choque, en sus variantes móvil y fija. 
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3) Ahora, en el caso de sistema de referencia fijo, el número de Mach de la onda es: 
( ){ }
( ){ }
1 2 1 22
2 2










 + −  −
= = =   − −    
 
 
La relación de las presiones de remanso a través de la onda es: 












    + +  = = ⋅ ⋅ =      −       
 
 










4) La figura 5 (a y b) ilustra el fenómeno de reflexión de onda en el extremo cerrado 
del tubo. 
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Todos los cálculos son teóricos aproximados, pues no tienen en cuenta los efectos del 
gas real, que pueden ser importantes. El ejercicio siguiente es un ejemplo de funciona-
miento de un tubo de choque con gases perfectos, que tiene en cuenta los efectos combi-
nados de fricción, transferencia de calor y adición de masa en la ecuación de energía 
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Ejercicio 2  
Sea un tubo de choque de las características ilustradas por los esquemas de la figura 6. 
El tubo utiliza aire en las dos secciones: promotora y de prueba. En la sección de prueba, 
la presión es de 1 atm y, en la sección promotora, de 100 atm. La temperatura del aire en 
ambas secciones es de 300 K. Calcula: 
1. El número de Mach 3M  detrás de la superficie de contacto 
2. La presión 2 3P P=  detrás de la onda choque 
3. El número de Mach 2M detrás de la onda de choque 
4. El número de Mach chM de la onda de choque 
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Resolución 
La solución para 3M  y 2P  se encuentra aplicando simultáneamente las dos ecuaciones 
siguientes: 
½22 2 22
1 32 4 1 1 1




P a a M
γ γ γ ψ
ψ γ γ γ
          + +    = + + +                           (1) 




γ γψ −= , con ( )4 31 1 / 2Mψ γ= + − (2) 


















ψ= , con 31 0,2Mψ = +
La solución de las ecuaciones simultáneas en 2P  y 3M  requiere utilizar el método 
iterativo hasta encontrar 4 1/ 1P P = . Los resultados de cuatro iteraciones se resumen 
en la tabla 7.1. 
M3 2,50 2,40 2,4068 2,4061 
P2/P1 6,6332 6,3765 6,3913 6,3921 
P4/P1    113,33    99,177    99,955    100,00 
La solución es 3 2 12, 4061 ; 6,3921; 6,3921 atmM P P= = =

















 + − 
 =
+−  + −   (3) 
Sustituyendo valores de las magnitudes, se obtiene: 2 1,1449M =











= + − 
   (4) 
Sustituyendo valores, se obtiene: 2,371chM =  
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Sustituyendo valores, se obtiene: 5 24,0459 4,0459 6,3921 25,862 atmP P= ⋅ = ⋅ =  
(Ver [ZH76]) 
Ejercicio 3 
Sea la mezcla gaseosa 2H2+O2+3N2, que inicialmente se encuentra a la temperatura de 
298,15 K y a la presión de 1 atm. Determina el valor aproximado de la velocidad de la 
onda de detonación V1. 
Resolución 
La velocidad de detonación y las propiedades de flujo de la mezcla gaseosa detrás de la 
onda de detonación se pueden obtener representando la curva HD y la línea tangente cjD  
(v. figura 15) para determinar el punto J de Chapman-Jouguet. Aquí, por razones obvias, 
se aplica un método algebraico aproximado, sabiendo que en el punto J el número de 
Mach de la mezcla gaseosa es la unidad. En dicho punto, se han de cumplir las ecuaciones 
que gobiernan las ondas de combustión: conservación de la masa, del impulso y de la 
energía. 
Combinando las dos primeras 1 1 2 2V Vρ ρ=  ; 
2 2
1 1 1 2 2 2P V P Vρ ρ+ = + , sustituyendo 2V  por 
2a , pues 2 1M = , y despejando la relación de densidades, se obtiene: 
 2 2 1 22 2







= + − ≅ + 
 
 (1) 
dado que 1 2P P<< . 









    
que se simplifica en: 
 2 21 2 2






   
= + = +   
   
  (2) 
Ahora, el problema se concreta en la determinación de 2a y 2γ para los productos de reac-
ción 2H2O+3N2, lo cual comporta determinar, por la regla de las mezclas, los calores 
específicos y la temperatura de los productos de reacción. 
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Se sabe: 
Balance de entalpía en la reacción: 0, ,R r P rH H u= + ∆ , donde el subíndice r indica que la 
entalpía se evalúa a la temperatura de los reactantes, y ⧍ 0u  es la energía de combustión, 
definida como la cantidad de energía que debe ser extraída de los productos de combus-
tión por transferencia de calor para cambiar la temperatura de los productos a la tempe-
ratura de los reactantes. 






H N X H
=
= ∑   (3) 









= ∑   (4) 









= ∑  y ˆˆ ˆv pc c R= −   (5) 















= + +  
  (6) 
La relación de calores específicos de la mezcla de productos de reacción 2 2 2/ˆ ˆp vc cγ = . 
Todas estas magnitudes se calculan directamente a partir del valor de los componentes 
de cada mezcla, indicados en la tabla, o bien, en el caso de 2T  y 2γ , por un proceso 
iterativo: cálculo de los calores específicos de la mezcla a partir de los valores de la tabla 
para un temperatura supuesta → cálculo de 2γ → cálculo de 2T ; se supone un nuevo 
valor de 2T  y se repiten los cálculos hasta la convergencia del valor de 2T . A partir del 
valor definitivo de 2T , los valores del calor específico a presión constante de los gases 
de combustión se encuentran en tablas. Aplicada la regla de las mezclas, se obtiene el 
valor del calor específico a presión constante de la mezcla a partir del cual se calcula la 
relación de calores específicos Pγ  a volumen constante de ambos. 
Los valores de las magnitudes en juego de las especies reactantes y de los productos de 
combustión se muestran en la tabla I. 
Aplicando los valores de la tabla que proceda en cada caso, tenemos: 
Para la mezcla reactante: 
 ( ) ( ) ( )
3
1







= = + + =∑
 
Para los productos de combustión, análogamente: ˆ pm = 24,006 
Dinámica de gases 
242 
La energía de combustión en términos de moles, 0 0 /ˆ pu u N∆ = ∆ , se calcula mediante la 
ecuación: 
( ) ( )0 0 0
298
1 1 0 2.241,827 96,731 K o
5




∆ = ∆ − ∆ = + =
Los calores específicos de las mezclas de gases reactantes y de combustión se calculan 
por las conocidas ecuaciones de las mezclas. Para la mezcla de gases reactantes, a la 
temperatura de 298,15 K y a 1 atm de presión, los valores de los calores específicos de 
los gases de la mezcla se encuentra en la tabla I. A partir de dichos valores y de las 
fracciones molares de cada componente en la mezcla, se obtiene: 
,
2 1 328,859 29,354 29,122 29,073 J/mol K
6 6 6
ˆp Rc = ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅
, , 29,073 8,31ˆˆ 4 20,759 J/mˆ ol Kv R P Rc c R= − = − = ⋅  
El cálculo de los calores específicos de la mezcla de los gases de combustión es más 
complejo, por cuanto se desconoce su temperatura de antemano. Se ha de aplicar el mé-
todo iterativo antes comentado. 
Sea, por ejemplo, ,1 3000 PT K= . Tomando los valores de pc de la tabla I, se obtiene: 
 ,
2 355,711 37,066 44,524 J/mol K
5 5
ˆp Pc = ⋅ + ⋅ = ⋅
, 44,524 8,314 36,210 /ˆ .v Pc J mol K= − = , , ,ˆ ˆ/ 1, 23P p P v Pc cγ = =  
Ahora se calcula, mediante la ecuación (6), la nueva temperatura con estos valores de 




20,759 / 20,0052 1,23 96,731298,15 3.173,3 K
2,23 36,210 / 24,006 36,210P
T
 ⋅
= + = 
 
 
Con esta nueva temperatura, se repiten los cálculos hasta que se alcanza la convergencia 
de los valores de pγ . Después de varias iteraciones, se obtiene 1,228Pγ =  y Tp = 
3.151,2 K. 
Por último, sabiendo: 
( )1 /P R PV aρ ρ=  y ( ) ( )/ 1 /P R P Pρ ρ γ γ= +  ; ( )
½
P P P pa R Tγ= , con /
ˆ ˆP P PR R m= ,
sustituyendo valores, resulta: 
( )/ 1,814 P Rρ ρ = , 
1 2
18.3141,228 3.151,2 1.157,66 m s
24,006P
a − = ⋅ = ⋅ 
 
La velocidad de la onda de detonación es: 
1
1 1,814 1157,66 2.100 m.sV
−= ⋅ =









kJ/kmol X m̂ 
H2 0 298 28,859 0 2/6 2,016 
O2 0 298 29,354 0 1/6 32 
N2 0 298 29,122 0 3/6, 3/5 28,013 
3.000 37,056 92,753 
3.100 37,124 96,462 
3.200 37,178 100,178 
H2O -241.827 298 33,561 0 2/5 18,016 
3.000 55,711 126,353 
3.100 56,006 131,939 




Flujo cuasiestacionario y 
estacionario unidimensional y 
cuasiunidimensional isoentrópico 
8.1 Introducción 
En figeste capítulo, se exponen los fundamentos teóricos del movimiento de gases en régi-
men cuasiestacionario y estacionario con variación de su estado termodinámico siguiendo 
procesos reversibles. A causa de la baja densidad de los gases, las fuerzas másicas tienen 
generalmente muy poca importancia en el movimiento, razón por la cual se desprecian. 
En los movimientos homoentrópicos, las condiciones de remanso se conservan en todo 
el campo fluido. Es decir, si el movimiento se caracteriza por una dirección preponde-
rante, la presión solo varía espacialmente a lo largo de esta dirección, que en el caso de 
un flujo en conducto coincide con su línea media. En particular,    (  )p p l==  siguiendo 
la línea de corriente 𝑙𝑙. 
Aceptando que se cumple la ecuación anterior y que 0     s s cte= =  , cualquier otra variable 





vhh += , la velocidad solo dependerá de 𝑙𝑙. Así pues, todas las magnitudes
fluidas dependerán solo de la distancia a lo largo de la línea de corriente. 
En general, un problema de mecánica de fluidos se reduce, en principio, a la resolución 
de un sistema de cinco ecuaciones para cinco incógnitas: V

y dos variables de estado.
En cuanto al movimiento en conductos, la dirección del vector velocidad es conocida, de 
modo que el problema se reduce a tres incógnitas: el módulo de la velocidad y dos va-
riables de estado. Las tres ecuaciones necesarias son: 
(i) ecuación de conservación de masa o ecuación de continuidad
(ii) ecuación de la cantidad de movimiento a lo largo de una línea de corriente
(iii) ecuación de la energía
Existen muchos movimientos fluidos que no son homoentrópicos y, en algunas regiones, 
ni siquiera son isoentrópicos, habida cuenta de que la viscosidad y la conductividad tér-
mica son significativas. No obstante, las distancias características en que estos procesos 
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disipadores tienen significación suelen ser muy pequeñas, en comparación con la longi-
tud característica del problema. Por ello, se consideran como discontinuidades puras, en 
que el fluido experimenta un salto brusco de sus propiedades.  
8.2 Movimientos cuasiestacionarios 
Algunos movimientos no estacionarios se caracterizan por un número de Strouhal pe-
queño con respecto a la unidad, es decir, el tiempo característico local es grande, frente 
al tiempo de residencia. 
En estas condiciones, las ecuaciones de Euler se reducen a: 
( ) 0Vρ∇ = (8.1) 
( ) *V V pρ ∇ = −∇  (8.2) 
( ) 0V s∇ = (8.3) 
Si, además, el movimiento tiene una dirección predominante o es cuasiunidireccional 





















Es decir, el movimiento es cuasiestacionario. 
En las ecuaciones 8.4, 8.5 y 8.6, no aparecen derivadas temporales; por tanto, el tiempo 
es un parámetro. 
La ecuación de la entropía puede integrarse a lo largo de la línea de corriente y, puesto 
que ( ),P tρ ρ= , se obtiene: 
( , ) ( )ls s P s tρ= =  (8.7) 
Lo mismo puede hacerse con la ecuación de Euler-Bernoulli para gases, que en estas 
condiciones se escribe: 
2
1( )2
teuh C C t    (8.8) 
Las ecuaciones 8.7 y 8.8, junto con las de estado y las condiciones de contorno que de-
terminan las constantes de integración )()( 11 tCyts , permiten calcular las variables ter-
modinámicas en función de la velocidad u. Para calcular la distribución de velocidad, se 
ha de resolver el sistema de ecuaciones 8.4 y 8.5. 
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Si el movimiento es homoentrópico, las constantes C1(t) y s1(t) son las mismas para todas 
las líneas de corriente. Por otra parte, como no pueden imponerse condiciones iniciales 
al sistema de ecuaciones 8.4, 8.5 y 8.6, es posible que los campos de velocidad, de pre-
sión y de temperatura que resultan de la solución cuasiestacionaria para el instante inicial 
no coincidan con los dados. En este caso, la solución cuasiestacionaria dejará de ser vá-
lida durante un tiempo, a partir del inicial, del orden del tiempo de residencia. 
8.3 Flujo estacionario 
En el capítulo 4, se ha explicado brevemente la evolución histórica de la teoría general 
del movimiento de fluidos y se han desarrollado sus ecuaciones fundamentales para el 
movimiento estacionario unidimensional de fluidos con y sin efectos de viscosidad y 
compresibilidad. También se ha incluido un avance de la simplificación de dichas ecua-
ciones, que son notablemente no lineales para flujos con un número de Reynolds elevado, 
condición para la cual aquellos efectos son despreciables. 
En este apartado, se realiza una primera aproximación al flujo de gases en los supuestos 
siguientes: 
− Flujo estacionario 
− Propiedades del fluido uniformes en toda la sección transversal del flujo de gas 
− Efectos de fricción, de transferencia de calor y de fuerzas del campo gravitacional 
despreciables 
El término estacionario significa que, en cada sección de flujo, la magnitud de sus pro-
piedades es independiente del tiempo. 
En cuanto al segundo supuesto, flujo unidimensional se refiere a que el área de la sección 
transversal del flujo se mantiene constante o bien varía tan lentamente que, en cada sec-
ción, las propiedades del fluido cambian apreciablemente solo en la dirección del movi-
miento del fluido en dicha sección. 
En este capítulo, se explica cómo las variables de flujo se pueden considerar una función 
del número de Mach, en particular las relaciones 𝑃𝑃0 𝑃𝑃⁄ ,𝜌𝜌 𝜌𝜌0⁄ ,𝑇𝑇0 𝑇𝑇⁄ , o sea, entre los valores 
de remanso y los valores estáticos de las magnitudes de estado térmico del gas. 
8.3.1 Propiedades termodinámicas de remanso (estancamiento) de un gas 
perfecto 
Para analizar el movimiento estacionario unidimensional de un gas perfecto, conviene 
definir, por su utilidad, sus propiedades termodinámicas de remanso 0 0 0, 0 0, , , ,  y T P a y hρ
en el gas cuando su velocidad  V  deviene cero por una desaceleración adiabática, como 
es el caso de los gases perfectos, o por una desaceleración isoentrópica para otros gases 
cuya temperatura estática es función de la entalpía y de la entropía del gas ( ),T T h s= . 
Temperatura de remanso 𝑻𝑻𝟎𝟎 
La temperatura de remanso corresponde a la temperatura estática que un gas alcanza 
cuando es desacelerado hasta velocidad cero. 
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En el caso de los gases perfectos, en un flujo adiabático estacionario, los términos
 ,  y q w y gdzδ δ  que forman parte de la ecuación de la energía para el flujo unidimensional 




Vw q dh d gdzδ δ
 
− + + + =  
 
, son nulos. Por consi-






+ =  
 
. 
Integrando esta ecuación entre los estados del gas en movimiento (ℎ,𝑉𝑉) y el estado des-
acelerado ( )00, ,  V h h por definición= = ( )00, ,  por definiciónV h h= = , se obtiene 
2
0  2
Vh h+ = , que es la entalpía de remanso.
Para un gas perfecto ph c T=  y, sustituyendo h  en la ecuación anterior, resulta: 
2
02p p
Vc T c T+ = (8.9) 





= + (8.10) 
Como se comenta más adelante, en los procesos de flujo de gases, es conveniente expre-
sar las variables y las propiedades de estado del fluido en términos del número de Mach. 
A tal efecto, la ecuación 8.10 puede transformarse sustituyendo 𝑐𝑐𝑝𝑝 por su valor, que es 
( )/ 1Rγ γ − , e introduciendo la velocidad del sonido mediante su expresión 2a RTγ=





T T Mγ − = + 
 
 (8.11) 
Los valores de la temperatura de remanso se calculan mediante la ecuación 8.11, y ge-
neralmente se encuentran tabulados. 
Presión de remanso 
La presión de remanso, también denominada presión total, está relacionada con la tem-
peratura de remanso y sus correspondientes valores estáticos en un proceso isoentrópico 
por la conocida expresión: ( ) ( )/ 10 0/ /P P T T
γ γ −=















La presión de remanso, calculada por la ecuación 8.12, se encuentra también tabulada. 
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Factor de compresibilidad 
La compresibilidad de los gases tiene una gran influencia sobre sus propiedades termo-
dinámicas y dinámicas, especialmente, como se acaba de exponer, sobre el valor de la 
presión de remanso. 
En cuanto a la presión dinámica, que para un fluido incompresible es igual a ( ) 21/ 2 Vρ






P P P P M
γ γγ − − = − = + −  
   
(8.13) 
Para pequeños valores del número de Mach, cabe desarrollar la cantidad entre paréntesis, 




M MP P γ γ
 
= + + + −  
 
(8.14) 
Simplificando la ecuación 8.14 y despejando de ella el término 2 / 2P Mγ  , que es igual 
a 2 / 2Vρ  , se obtiene: 
2 2 4
0 1 ....2 4 40d
V M MP P P ρ
 
= − = + + +  
 
 (8.15) 
A partir de la ecuación 8.15, el factor de compresibilidad, denotado por cF  y definido 






= + + +  
 
(8.16) 
La ecuación ( ) 21/ 2dP Vρ=  se aplica solo si M  es pequeño y permite concluir que la
hipótesis de incompresibilidad deja de ser válida, si se buscan resultados con error pe-
queño, cuando el número de Mach es mayor que 0,3, aproximadamente. 
Efecto de la compresibilidad del gas sobre el flujo másico específico 
Aunque este tema se verá más adelante en otro capítulo (flujo por toberas convergentes-
divergentes), parece oportuno avanzar aquí algunas ideas.  
Sea la tobera convergente-divergente que se muestra en la figura 8.1. 
Fig. 8.1. 
[ZH76]
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El flujo másico específico isoentrópico de gas a través de la garganta de la tobera, cuya 
área de sección recta es tA , se expresa G Vρ= . Los valores de , Vρ  dependen de la 
relación de expansión que gobierna el proceso de flujo. 
En el caso de máxima expansión teórica 0/ 0P P =  (descarga en el vacío), el volumen espe-
cífico del gas expansionado es infinito y su velocidad es la máxima velocidad isoentrópica: 
( )( )1/2, 02 / 1is maxV RTγ γ= −  (8.17) 
Por contra, si 0/ 1P P = , no hay descarga, o sea, 0V =  y el gas está en reposo. A cada uno 
de estos dos procesos límite, le corresponde un valor particular de la densidad. En el primer 
caso, 0ρ =  y, en el segundo, 0ρ ρ= , densidad de remanso. Es evidente que entre ambos 
procesos límite teóricos se encuentra los procesos reales en que la densidad del gas dependerá 
de la relación de presiones. Existe un valor particular de esta relación, denominada relación 
de expansión crítica, con que se alcanza el máximo valor del flujo másico específico *m . 
Densidad de remanso 
A partir de la ecuación de estado de un gas perfecto, la densidad de remanso se define en 
función de la temperatura y de la presión de remanso, 0 0 0/P RTρ = . 







−− = + 
 
(8.18) 
Esta relación de densidades se encuentra tabulada en función del número de Mach para 
diferentes valores de γ. 
Velocidad acústica de remanso 
Por definición, la velocidad acústica de remanso se expresa: 
2
0 0a RTγ=  (8.19) 
La relación de la velocidad acústica de remanso con su valor estático y con el número de 









γ −  − = = +   
  
(8.20) 
Los valores de esta relación de velocidades acústicas también se encuentran tabulados. 
Cambio de entropía en términos de las propiedades de remanso 
Por definición, la entropía de un gas en reposo es igual a la entalpía de remanso en dicho 
estado; por tanto, el cambio de entropía entre dos estados termodinámicos viene definido 
por el cambio que ocurre entre sus respectivas entropías de remanso (v. figura 8.2).  
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En el capítulo 3, la variación de entropía fue definida por la ecuación: 
p
dT dPds c R
T P
′
= −  
Puesto que, en estado de reposo., 0s s= , la ecuación anterior se escribe: 
 0 00 p
0 0
dT dPγ 1ds ds c
T y P
 −
= = − 
 
 (8.21)  
 o bien: 
 ( )p γ 1 /γ
Tds c d ln
P −
  
=   
  
 (8.22) 
Integrando la ecuación 8.22 entre dos estados, se obtiene: 
− Para un gas calóricamente perfecto,. p c cte= : 
 20 202 1 p
10 10
T P
s s s c ln Rln
T P
   
∆ = − = −   
   
 (8.23) 
 







∆ = −  
 
  (8.24) 
− Para un proceso adiabático sin fricción, la entropía del gas en movimiento perma-
nece constante. 
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− Para un cambio isoentrópico de estado en un gas perfecto,  0∆ =s , la presión de 
remanso se mantiene constante. 
Para un proceso de flujo de gas con fricción, 0,; s∆ > luego 20P  10P< , o sea, la presión 
de remanso disminuye en los flujos con fricción. La relación entre las presiones de re-





∆ = − 
 
 (8.25) 
Condiciones de remanso 
Las relaciones 0
2
0 2, hVhss =+=  junto con las de estado
( ) ( ) ( )hsTThsPPhs ,,,,, === ρρ  permiten calcular todas las variables termodinámi-
cas en función de la velocidad local.  
Si el movimiento es homoentrópico, las condiciones de remanso son las mismas para 
todo el campo fluido. Las condiciones de conservación de las magnitudes de remanso 
son las siguientes: 
− movimiento permanente con fuerzas de campo gravitacional y efectos de viscosidad, 
despreciables 
− transferencia de calor y adición de calor, despreciables  
(Ver [ZH76]) 
8.4 Flujo adiabático de gases  
En este tipo de flujo, en los supuestos ya enunciados, cabe añadir que los efectos de 
fricción son despreciables y que el fluido ni gana ni pierde calor. De hecho, no se puede 
afirmar que no exista fricción, sino que ( ( )( )/ ´ ´ 0  µ u y u vτ ρ= ∂ ∂ − ≅ . 
Entonces, en la ecuación 4.20 del capítulo C4, se tiene: 
2, 00 0,v f
t







y en la ecuación 4.21: 
´
0r q vq q q ф
 





de modo que dichas ecuaciones resultan: 
 ( )0,    26  ;          dP VdV y
ρ




=  (8.27) 
Flujo cuasiestacionario y estacionario unidimensional y cuasiunidimensional isoentrópico 
253 


















8.4.1 Flujo adiabático de un gas perfecto 
Se supone que, en el intervalo de temperatura que puede encontrarse en este caso, el 
valor del calor especifico del gas a presión constante no varía. 
A partir de la ecuación de la entalpía dPdh Tds
ρ
= + , y teniendo en cuenta las ecuaciones














+ =  
 
(8.29) 
Integrando la ecuación 8.29, se obtiene: 
2
2p
Vc T cte+ = (8.30) 
La ecuación 8.30 se puede transformar en una que traduzca la relación entre la tempera-
tura del fluido y el número de Mach del flujo introduciendo en ella las conocidas rela-








Habida cuenta de que VM
a
= , la ecuación 8.31 resulta: 
 2 211
2
a Mγ − + = 
 
cte.  (8.32) 
Aplicando la ecuación 8.32 entre dos estados, se obtiene: 
2 2 2 2
1 1 2 2
1 11 1
2 2
a M a Mγ γ− −   + = + =   
   
cte .  (8.33) 
A su vez, como quiera que el valor de 2a  para cada gas es RTγ , la ecuación 8.33 se 
escribe: 
2 2
1 1 2 2
1 11 1
2 2
T M T Mγ γ− −   + = +   
   
 (8.34) 
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8.4.2 Velocidad de descarga isoentrópica de un gas perfecto 
La característica isoentrópica de la descarga significa que se produce según un proceso 
adiabático reversible, o sea, por un gas que mantiene constante su contenido de calor y 
cuyo flujo se produce sin pérdida de energía por fricción. Teóricamente, representa el 
flujo por un difusor o una tobera que descarga de un gran depósito en el cual el gas está 
prácticamente en reposo y cuya temperatura es la de remanso. 
A partir de la igualdad de la energía por unidad de masa del gas en el depósito y en una 
sección arbitraria del flujo de descarga, se define su velocidad. En efecto, 
2
0 2p p







= −  
   
(8.35) 






, y la relación entre temperaturas y presiones en el cambio isoentrópico de 
estado, por: 
( ) ( )( )1 /0 0/ /T T P P
γ γ−=  
Sustituyendo estas relaciones en la ecuación 8.35, se obtiene: 










−     = −  −      
(8.36) 
O bien, en términos de la constante universal de los gases 














La ecuación 8.37 permite calcular la velocidad máxima teórica de descarga de un gas 
perfecto de masa molecular 𝑀𝑀� que se encuentra en reposo en un depósito considerado de 
tamaño infinito. Esta velocidad máxima se denomina máxima velocidad isoentrópica, y 
se alcanzaría teóricamente si el gas descargase en el vacío, o sea, para 0P =  y 0T = , 
estado imposible de alcanzar porque antes el gas licuaría.  
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8.5 Flujo estacionario cuasiunidimensional 
Sea V la velocidad del movimiento estacionario cuasiunidimensional a través de una 
sección, de área A, de un tubo de corriente. El flujo másico a través de esta sección es: 
VA mρ =  (8.40) 
Tomando la derivada logarítmica de (8.40) a lo largo del eje del tubo de corriente, se 
obtiene: 
1 1 1 0d dV dA
dl V dl A dl
ρ
ρ
+ + = (8.41) 
Se sabe, además, que 2 Pa
ρ
 ∂
=  ∂ 
y 1 0dV dPV
dl dlρ










= − (8.42) 
Sustituyendo la ecuación 8.42 en la ecuación 8.41, se obtiene: 
( )21 1 1dA dV MA dl V dl= − − (8.43) 
A partir de la ecuación 8.43, cabe extraer las conclusiones siguientes: 
− Si 1M <  (movimientos subsónicos), al aumentar el área del conducto en el sentido 
de la corriente, la velocidad del fluido en esta disminuye. 
− Si 1M >  (movimientos supersónicos), sucede todo lo contrario. La velocidad del 
fluido en el sentido de la corriente aumenta a medida que lo hace el área de su sec-
ción recta. 
− Si 1M = , / 0dA dl = . Entonces, A  tendrá que ser mínima. Esta condición define 
el estado crítico (  1M = , A∗ ) 
Las magnitudes fluidas críticas son aquellas que se obtendrían llevando el fluido en unas 
condiciones en que se mantengan las condiciones de remanso hasta una velocidad tal que 
el número de Mach sea la unidad 1M = . 
Ya se ha visto que, si las propiedades de remanso se conservan, todas las magnitudes se 
pueden expresar como una función del número de Mach del movimiento. 

















γ −  = +  
  
 (8.45) 

















− −  = +  
  
(8.47) 
Mediante las relaciones 8.44, 8.45, 8.46 y 8.47, una vez transformadas y sustituidas en 

















Por otra parte, mediante la ecuación 8.43 y la ecuación de cantidad de movimiento del 
flujo escrita en la forma 2 0dP dVV
P V
+ = , se obtiene la relación entre la variación rela-
tiva del área de la sección de flujo y la variación relativa de presión del gas que tiene 
lugar, que se expresa así: 
( )2 21dA P dPMA PVρ
 
= −  
 
(8.49)
8.5.1 Magnitudes críticas y velocidades características 
Magnitudes críticas 
Las magnitudes críticas se obtienen a partir de las relaciones (43) a (48), con 𝑀𝑀 = 1. 




































































































                   
 (8.57) 
Otra magnitud crítica, que se deduce en otro capítulo más adelante, es el flujo másico 
crítico, que es el máximo que pasa por la sección de área crítica ( )*A  en la cual la velo-
cidad acústica es también crítica ( )* a . Su valor es:













=  +ϒ  
(8.58) 
Velocidades características 
Con respecto a las velocidades características, interesan la velocidad isoentrópica má-
xima ( ),max isV  y la velocidad adimensional, *M .
De la velocidad máxima, ya se ha hablado en otro apartado. De la velocidad adimensio-
nal., M*, cabe decir que es un parámetro útil, definido por * */M V a= . Su expresión en 




























+ −  
(8.59) 
Evidentemente, a 1M =  le corresponde * 1M =  y, a M →∞ , la velocidad adimensio-







=  − 
(8.60) 
8.6  Flujo estacionario, unidimensional, isoentrópico de gases en 
conductos de sección recta variable 
En este apartado, se analizan dos tipos clásicos de flujo isoentrópico1 de gases en con-
ductos con cambios de sección, que son: 
− la descarga de gases por una tobera convergente, y 
− la descarga de gases por una tobera convergente-divergente 
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8.6.1 Descarga de gases por una tobera convergente 
La figura 8.3 muestra el esquema de una tobera convergente en el extremo de un tubo de 
sección recta constante por la cual descarga un gas en un espacio ocupado por el mismo 
fluido a una presión estática 0P , denominada contrapresión. De acuerdo con las nota-
ciones utilizadas en la figura para distinguir el área de conducto y las propiedades de 
flujo en él, la velocidad del gas que atraviesa el plano de la garganta gA , denominada 
velocidad isoentrópica en la garganta gV , viene dada por: 
( ){ }1/221 12 / 2g gV h V h = + −  (8.61) 
donde 21 1 / 2h V+  es la entalpía de remanso del gas en el conducto. 
Habida cuenta de la ecuación 8.36 del subapartado 8.4.2, la velocidad de descarga del 
gas por la garganta de la tobera viene dada por: 











γ γ γ γ
γ
γ γ
− −               = − =         − −            
(8.62) 
El flujo másico isoentrópico de descarga viene dado por: 
( )gm AVρ= (8.63) 









    
=    
    
, se obtiene: 
( )









−       = −     −       
 (8.64) 
La ecuación 8.64 muestra que el flujo másico depende únicamente del denominado fac-











−       = −     −       
(8.65) 
Fig. 8.3. 
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El número de Mach del flujo en la garganta es: 













−     = −  −      
(8.67) 
La figura 8.4 presenta valores de ψ en función de 10/gP P  para diferentes valores de γ. 
Sustituyendo en la ecuación 8.67 la relación de velocidades acústicas por su valor para 
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Del problema de la descarga de gases por una tobera convergente, cabe destacar las con-
clusiones siguientes: 
− Si la presión 0P  del gas en el espacio en que descarga la tobera se reduce, al tiempo 
que se mantiene constante la presión de remanso 10P  en su entrada, la presión estática 
en la garganta gP  se mantiene igual a la de remanso hasta que se alcanza la presión 
crítica *0gP P P= = . 
− Además, en esta condición de flujo, la velocidad de descarga es igual a la velocidad 
del sonido crítica *gV a= , y el flujo másico, denominado flujo másico crítico 
*,m
resulta máximo. 
− Toda disminución ulterior de la contrapresión por debajo de la crítica causa una onda 
de rarefacción que se propaga desde el exterior hacia la tobera y dentro del chorro a 
una velocidad 𝑎𝑎∗. El flujo másico descargado es el máximo y se expande a la salida. 
− La velocidad máxima de descarga viene dada por la ecuación 8.38 del apartado 8.4.2. 
− El flujo másico crítico ocurre cuando el factor de flujo alcanza el valor crítico 
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− Todo incremento de la presión de remanso en el conducto, manteniendo constante la 
contrapresión, no tiene efecto sobre la velocidad de descarga una vez alcanzada la 
velocidad crítica en la garganta; sin embargo, la presión crítica aumenta linealmente 
a medida que lo hace la presión de remanso en el conducto. 
8.6.2 Descarga de gases por una tobera convergente-divergente. La tobera 
De Laval 
La tobera de Laval es un conducto constituido por dos tramos diferentes: uno conver-
gente y otro divergente, que se encuentran en una sección central, denominada garganta, 
cuya área es menor que la de entrada y la de salida de la tobera. La figura 8.5 ilustra la 
configuración básica de la tobera. Esta configuración asegura una expansión del flujo de 
gas en la salida, cuya velocidad excede la máxima *gV a=  que se puede alcanzar en la 
garganta de la tobera convergente. Tanto la tobera convergente como la tobera de Laval 
aseguran la transformación, a diferentes niveles, de la entalpía de remanso del gas en 
energía cinética en la sección de descarga. La velocidad del gas en la sección de descarga 
de la tobera, denotada por sA , se determina mediante la ecuación de la energía del flujo 




Vh + =  
Aplicando el mismo procedimiento de análisis del flujo utilizado para la tobera conver-
gente, se obtiene, para la velocidad de descarga la ecuación siguiente: 



















−     = −    −     
(8.70) 
Otras formas de expresión de la ecuación 8.70 son las siguientes: 
( ) ( )











γ γ γ γ
γ
− −           = − = −    −            
(8.71) 
Las magnitudes más importantes que caracterizan el flujo de gases por toberas conver-
gentes-divergentes son las siguientes:1
− Relaciones entre las variables de estado del gas en la salida y las de remanso, y las 
magnitudes que caracterizan el flujo en dicha sección en función de la relación de 
expansión 0/s eP P , tomando 1, 4γ = . 
1 1 1
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 (8.72) 
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donde gA  es el área de la sección de la garganta y 
*ψ  es el factor de flujo crítico. 
La figura 8.6 muestra el valor de las relaciones 0 / , /s e s eoT T ρ ρ  y /  , , s maxV V además de 
las relaciones entre los flujos másicos específicos en la salida y crítico */sG G . 
Otras dos relaciones útiles son la establecida entre el flujo másico y las condiciones en la 
garganta, y la que define el área de la sección de salida con respecto al área crítica, en función 















−−   
     



















− − = +  +   
(8.76) 
A partir de la ecuación 8.75, se deduce que el flujo másico máximo ocurre cuando las 































−−   
     
− =      −            
 (8.77) 











−−  + = =   +   
 , es decir, *gP P=  (8.78) 
De cuanto antecede, cabe concluir que siempre que sP  sea menor que eoP  se producirá 
un flujo másico en la tobera cuyo valor irá aumentando a medida que la relación de pre-
siones /s eoP P  disminuya. Esto es así hasta que se llega a las condiciones sónicas en la 
garganta, que son * *,  1  , g g minP P M A A A= = = =  , y el flujo másico es máximo: 











=  + 
 (8.79) 
Esta condición recibe la denominación de bloqueo sónico. 
Cuando un depósito descarga por un conducto convergente cuya sección de salida es la 








= =  + 
(8.80) 
Por consiguiente, el bloqueo sónico se producirá tan pronto como la presión en el am-
biente en que el depósito descarga sea menor que *sP . En esta condición, el gas a la salida 
del depósito se expansionará para adaptarse a la presión ambiente. 
De la tobera De Laval, cabe destacar cuanto sigue: 
− Para una tobera De Laval, la relación de expansión ( )/s eo isr P P=  depende de la 
relación de áreas de tobera   /s gA Aε = . El funcionamiento óptimo de una tobera 
se consigue cuando la presión del gas en la sección de descarga es igual a la presión 
ambiente o contrapresión; en esta condición, la expansión es óptima o completa. La 
relación de áreas correspondiente se denomina relación de áreas para la expansión 
completa. 
− En la práctica, es conveniente expresar la relación de áreas óptima en términos de la 
relación de presiones y el número de Mach. En una tobera convergente-divergente 
bloqueada, la relación entre el área de una sección cualquiera del difusor y el área 
crítica viene dada por: 






















   −
   + +   = = =
     −        
 (8.81) 
− En ciertos casos, resulta más conveniente expresar la relación de áreas para una sec-
ción cualquiera del difusor en términos del número de Mach del flujo que atraviesa 










 − = = +  +   
(8.82) 
− El número de Mach crítico viene dado por la ecuación: 










−   +  = = −  −      
(8.83) 
− Cuando el valor del flujo másico es menor que el crítico, el valor del área de garganta 
es mayor que el crítico, el número de Mach es menor que la unidad y el flujo es 
subsónico a lo largo de toda la tobera. 
Efecto del valor de la contrapresión sobre el funcionamiento de la tobera 
Merece una atención especial la descripción del comportamiento de una tobera conver-
gente-divergente cuando se varía el valor de la contrapresión o de la presión en el am-
biente que recibe el flujo de descarga. 
La figura 8.7 muestra esquemáticamente qué sucede en la tobera cuando se modifica el 
valor de la contrapresión. Si el flujo másico es menor que el crítico *m m< , el flujo es 
subsónico a lo largo de toda la tobera, de manera que el número de Mach en el difusor 
siempre es inferior a la unidad. Una vez alcanzado el flujo másico crítico *m , solo dos 
valores de la contrapresión aseguran un flujo isoentrópico: una expansión subsónica y una 
expansión supersónica. Para valores de la contrapresión comprendidos entre estos dos lí-
mites, el flujo se expande una cierta distancia en la tobera a partir de la garganta y después 
experimenta una onda de choque que transforma el flujo en subsónico hasta la sección de 
descarga. 
Si la presión del gas en la salida de tobera es menor que la presión ambiente s aP P< , la 
tobera funciona en sobreexpansión; por el contrario, si dicha presión es mayor que la 
presión ambiente s aP P> , ocurre subexpansión. 
































La figura 8.8 ilustra con fotografías Schlieren la estructura del flujo de descarga de una 
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La figura 8.9 muestra qué ocurre en la parte divergente de la tobera cuando su funciona-
miento es a sobrepresión3 y la figura 8.10 ilustra el efecto de la contrapresión sobre la 
presión del gas a lo largo del eje de la tobera.  
Los resultados representados por las curvas de la figura 8.10 fueron obtenidos por Stodola en 
los experimentos que llevó a cabo para determinar el efecto de la contrapresión sobre la pre-
sión estática a lo largo del eje de una tobera convergente-divergente. 
Las diferentes curvas muestran que, a medida que la contrapresión aumenta ligeramente, 
la presión a lo largo del eje de la tobera experimenta un incremento brusco como resul-
tado de una onda de choque interna2 y 3 tanto más próxima a la sección de descarga de la 
tobera cuanto mayor es el valor de la contrapresión. 
Experimentos4 realizados con toberas de motor cohete sobreexpansionadas indican que 
la presión de desprendimiento del chorro en su interior ocurre cuando la presión del gas 









En una sección de un tubo aislado de 0,1 m de diámetro fluye aire a la presión de 3 atm, 
a una velocidad de 30 m/s. En otra sección corriente abajo, el aire se encuentra a la pre-
sión de 1,5 atm y su temperatura es de 200 K. Aceptando que la fricción del aire en el 
tubo es despreciable, determina: 
− El número de Mach en cada una de las dos secciones de tubo especificadas 
− El flujo másico de aire 
− El diámetro del tubo en la sección corriente abajo 
Resolución: 
Al estar el tubo aislado, se puede considerar el flujo adiabático y, siendo despreciable, el 
rozamiento resulta isoentrópico. 
Denotando por 1 y 2 los estados corriente arriba y corriente abajo, respectivamente, a 

















1 1 1 1 1
8314 8.3141,4. .243,8 1,4· .243,8 313 / /
28,964 28,964
30 / 313 0,0958
a RT m s M V aγ    = = = → =   
   
= =











−     = −   −     
( )
( ) ( )
/ 1 3,5 3,52 2 2
0 1 1
11 3 1 0,2.0,0958 1 0,2·0,0958 3,019 atm
2
P P M







     = − =       
El flujo másico se determina mediante la ecuación 
















−   + 
 

donde ( )( )2 2 20 1 111 243,8 1 0,2.0,0958 1 0,2·0,0958 244,25 K2T T M
γ − = + = + + = 
 
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Sustituyendo valores, se obtiene: 




0,0958 1,4 0,0958 1,4





   
=    
   + +

1,023 /m Kg s=
Aplicando la ecuación de continuidad, se calcula el diámetro 2D . En efecto: 
2
2 2 24
V D mπρ = 
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Observación: Dado que 1 21M M< < , en una sección del tubo intermedia entre la 1 y la 
2, debe existir una sección crítica cuyo diámetro *D  se calcula mediante la ecuación: 





























   
   +    
 
 
 = =             

(Ver [Em86]) 
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Ejercicio 2 
Sea una tobera convergente-divergente de las características geométricas y con el estado 
termodinámico de referencia siguientes: 
( ) ( ) ( )21 2 3 2 1 1 0/ 6 ;  / 2,5 ; 2.10  ; 300  ; / 0,97A A A A P Pa T K P P∞= = = = =
Determina: 1 2 3 1 0 2 0 3 1, , , / , / , , /M M M P P P P V m A  
¿Qué valor ha de tener la relación 0/P P∞  para que la sección 2A  sea crítica? 
Resolución: 
Este problema se va a resolver utilizando la tabla de magnitudes de flujo isoentrópico 
para γ 1,4= . 
Suponiendo subsónico el flujo a lo largo de toda la tobera, se cumple 3 0/ 0,97P P = . A 













2,83 / 2,5 1,132
AA A
AA A
= = = . 
En las mismas tablas, esta relación de áreas aporta los valores 














La velocidad de salida viene dada por 
( ) ( ) ( )½ ½ ½ 1 13 3 3 1,4.287.300 1,4·287·300 .0,21 72,6 msV RT M msγ − −= = =
El flujo másico por unidad de área en el conducto de entrada a la tobera viene dado por: 


















  −  +     






0,645 1,4 0,645 1,4 12.·1,013.10 ·10





   = =   
      + +   
=

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Ahora, para 2* 1 
A
A











= , resulta 3* 2,5
A
A









Dos depósitos se comunican mediante una tobera convergente-divergente cuya garganta 
tiene un área de 5·10-4 m2. Por ella, se expansiona el nitrógeno procedente del primer 
depósito, en que se encuentra a 400 K y1,5 atm absolutas, hasta el estado que reina en el 
segundo depósito. 
Suponiendo que la evolución se produce como si se tratase de un gas perfecto de calores 
específicos constantes en régimen estacionario, se pregunta: 
1) Determina la velocidad del nitrógeno en la garganta y el flujo másico cuando la pre-
sión en el depósito receptor es de 0,2 atm absolutas.
2) Ídem cuando dicha presión es de 1 atm absoluta.











 −  =  + 
0,528=  







< , el régimen de descarga del nitrógeno en el depósito receptor es supersónico; 










= = < ; por consiguiente, el régimen de descarga es supersónico. 





= ; por tanto, * 0,833.·400 333,2 T K= =
( )
½ ½½* * 18314 8.3141,4. .333,2 1,4· ·333,2 372,17 .
28 28
a RT m sγ −   = = =   
   
* 1372,17 .gV a m s
−= =
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   
= = =   + +   
   
=    













= = > ; por consiguiente, el régimen de descarga es subsónico.
Entonces, a partir de las tablas de flujo isoentrópico, se obtiene: 
0
0,784 1,  0,89TM
T
= < = . 
( ) ( ) ( )½ ½ ½0 0
1
0,89. · 0,89.·400 356 1,4.297.356 1,4·297·356
384,74 .
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Flujo estacionario unidimensional 
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9.1 Introducción  
En la práctica, se encuentran muchos procesos de flujo en conductos de sección 
transversal constante cuyo principal factor gobernante es el rozamiento fluidodinámico 
en la pared. El análisis de este tipo de flujo simple se fundamenta en las condiciones 
siguientes: 
− Flujo adiabático estacionario unidimensional 
− Conducto de sección recta constante 
− Fricción en la pared del conducto 
La figura 9.1 muestra un elemento del conducto que contiene un volumen de control 
infinitesimal de fluido en que se han de satisfacer las ecuaciones fundamentales de 
continuidad, de cantidad de movimiento, de energía y de estado termodinámico. Dichas 
ecuaciones se escriben: 
Ecuación de continuidad /G m A Vρ= =  (9.1) 
Cantidad de movimiento ( )( )2' / 2 / 0dP VdV V dx Dρ ρ λ+ + =   (9.2) 
Energía ( )2 / 2 0dh d V+ =  (9.3) 
Estado P RTρ=  (9.4) 
Integrada la ecuación 9.3 entre un estado arbitrario y el estado de reposo, e introduciendo 
en la ecuación resultante la de continuidad, resulta: 
 ( )2 2 0/ 2h G v h+ =  (9.5) 




9.2 Línea de Fanno 
En la ecuación 9.5, v  es el volumen específico del gas y 0h  su entalpía de remanso por unidad 
de masa. Para un valor constante del flujo másico específico G , la curva que representa h  en 
función de v  recibe el nombre de línea de Fanno y la ecuación 9.5 es conocida como la 
ecuación de la línea de Fanno. La línea de Fanno es el lugar geométrico de los posibles estados 
termodinámicos que el gas puede alcanzar para un valor de G  constante.  
Conocidas las condiciones del flujo y del fluido en una sección de la corriente, es posible 
definir las variables de estado del fluido en cualquier otra sección mediante la línea de 
Fanno trazada en el diagrama ,h s  (entalpía-entropía) (v. figura 9.2). 
La ecuación de la línea de Fanno en términos de entalpía-entropía se deduce como sigue. 
 
 










   − =  
   
 (9.6) 
Sustituyendo ( ) ( )/ / PP h cρ = , ( )/G Vρ =  y [ ]( )1/202V h h= −  en la ecuación 9.6, 
resulta: 
Fig. 9.2. 
Línea de Fanno en el 
plano h,s 
Fig. 9.1.  
Volumen de 
control para el 















Rs s c c h h h
P c G
γγ γρ
− −     − = ⋅ + −         
 (9.7) 
En general, los valores iniciales de ,h v  y G  son conocidos. El trazado de una línea de 
Fanno para un valor particular del flujo específico de masa G  parte de una serie de 
valores del volumen específico v  del gas y, mediante la ecuación 9.5, se calculan los 
valores correspondientes a la entalpía h , bien entendido que su valor de remanso se 
mantiene constante. A partir de los valores de h  y v , se calculan los correspondientes 
valores de  s mediante la ecuación 9.7, o bien se toman de las tablas de propiedades 
termodinámicas del gas. 
La figura 9.3 muestra una línea de Fanno genérica para el vapor de agua en la cual se han 
trazado varias líneas isobaras. 
 
 
Como ilustra la figura, la línea de Fanno presenta dos ramas. Manteniendo G  constante, 
a lo largo de la rama superior la entalpía del vapor disminuye y su entropía aumenta a 
medida que la presión disminuye, mientras que a lo largo de la rama inferior la entalpía 
y la entropía aumentan a medida que lo hace la presión. A la confluencia de ambas ramas, 
punto L, le corresponde un valor particular de la presión estática LP , y en él la entropía 
alcanza su valor máximo. 
Fig. 9.3. 
Línea de Fanno para 
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La línea de Fanno informa de tres consecuencias principales. Supóngase que, en un 
conducto de sección recta constante, la presión en la entrada es 1P  y en la salida se puede 
reducir a voluntad. En el flujo adiabático de expansión del gas en el conducto, la presión 
irá disminuyendo por efecto de la fricción en la pared y la velocidad irá aumentando, 
pero la presión no puede alcanzar un valor inferior a LP , pues, en virtud de los principios 
de la termodinámica, la entropía del gas no puede disminuir. Cuando el gas alcanza dicha 
presión límite, se dice que el flujo está “bloqueado” y la velocidad del gas es la máxima 
que se puede alcanzar en el proceso de expansión, que recibe el nombre de “velocidad 
límite o de bloqueo”. 
La rama inferior de la línea de Fanno representa los estados termodinámicos que se pueden 
alcanzar en un proceso de flujo que se genera a partir de valores de entalpía y presión 
estática inferiores a los del estado de máxima entropía. Se trata de un flujo de compresión.  
La velocidad máxima que se puede alcanzar por un proceso de compresión o por un 
proceso de expansión, dado un flujo específico másico de gas, recibe el nombre de 
velocidad límite y corresponde al estado termodinámico de máxima entropía. 
Por otra parte, se verifica que, en el caso del flujo adiabático con fricción de un fluido 
compresible en un conducto de sección transversal constante, la entropía del fluido es 
máxima cuando su velocidad es igual a la del sonido y el valor del número de Mach es 
la unidad. En efecto, diferenciando la ecuación 9.5 resulta: 2 0dh G vdv+ = . 
Ahora bien, para una variación infinitesimal de estado en el entorno al punto de máxima 
entropía de la línea de Fanno, se ha de satisfacer la condición: 0Tds dh vdP= − = . 
Combinando ambas igualdades, se obtiene: 
 2 0vdP G vdv+ =  (9.8) 
Integrando la ecuación 9.8 y teniendo en cuenta que 1/v ρ=  y G Vρ= , se la puede 
escribir en la forma: 
2 0dP dV ρ
ρ ρ
− =  
Despejando 2V  y recordando que se considera una evolución infinitesimal en el entorno 






= = = ∂ 
 (9.9) 
La ecuación 9.9 ratifica cuanto se ha enunciado anteriormente. 
En la figura 9.4, se muestra que, en el punto L  de la línea de Fanno, la entropía del fluido 
es máxima, su velocidad es también máxima y el número de Mach es la unidad.  
Por consiguiente, la rama superior de la línea de Fanno representa flujos para los cuales 
*V a<  y 1M < , mientras que a la inferior le corresponden flujos en los cuales *V a>  
y 1M > . 




Conforme a lo expuesto en los párrafos anteriores, cabe sacar, entre otras, las importantes 
conclusiones siguientes:  
− Si la velocidad inicial del fluido en un conducto de sección recta constante es 
subsónica, el efecto de la fricción en la pared es acelerar el flujo hasta la velocidad 
acústica local, como límite, y disminuir progresivamente la presión del fluido. 
− Si la velocidad inicial es supersónica, el efecto de fricción es desacelerar el flujo 
hasta la velocidad acústica local, como límite, y aumentar progresivamente la 
presión del fluido. 
− Todo aumento de la longitud del conducto significa un incremento de la resistencia 
al flujo por fricción, lo cual se refleja en un mayor valor del cambio de entropía. 
Manteniendo en el conducto alargado la misma presión inicial que en el conducto 
de referencia, a la misma diferencia de presión entre la entrada y la salida del 
conducto debería corresponderle la misma diferencia de entropía del fluido, 
condición que satisface la línea original de Fanno. En este caso, el proceso de flujo 
requiere representarlo por otra línea de Fanno con un valor menor de G . Si se desea 
mantener el mismo valor de G , habrá que aumentar la presión del fluido a la entrada 
del conducto hasta que el valor correspondiente de su entropía difiera del del estado 
original (conducto no alargado) en una cantidad igual al incremento de entropía 
originado por el alargamiento del conducto. 
− Si las condiciones iniciales se mantienen constantes pero se reduce gradualmente la 
contrapresión en el conducto, la velocidad del gas aumenta progresivamente hasta 
alcanzar el valor crítico *V a=  en la sección de salida donde la presión es crítica 
*P . La reducción de la presión de salida a un valor inferior al crítico no tiene 
influencia sobre el valor de G . La figura 9.5 muestra la influencia de la disminución 
de la contrapresión sobre el flujo a lo largo de la línea de Fanno. 
Fig. 9.4.  
Punto de máxima 
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− Impuesto un valor de G  constante, hay una longitud definida de conducto de sección 
recta constante que causa su bloqueo en la sección de salida. Esta longitud de 
conducto recibe la denominación de longitud crítica y se designa por *L . Las 
propiedades del fluido y del flujo allí donde es bloqueado se denotan con la tilde *, 
pero no hay que confundirlas con las de notación idéntica para el flujo isoentrópico. 
9.3  Relaciones entre los valores de las propiedades del fluido y del 
flujo a lo largo de la línea de Fanno para un gas perfecto 
En el caso de un flujo estacionario unidimensional adiabático con fricción de un gas 
perfecto por un conducto de sección recta constante, la relación entre los valores de las 
propiedades del fluido y del flujo en dos secciones del conducto pueden expresarse en 
términos del número de Mach del flujo. 
Sean dos secciones 1 y 2 del conducto de área A. Puesto que el flujo es adiabático, la 
entalpía de remanso se mantiene y se verifica:  
2 2
1 1 2 2
1 11 1
2 2
T M T Mγ γ− −   + = +   
   
 















1 1 2 2
1 2
P M P M
RT RT
γ γ   
= =   
   
 (9.10) 
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P M T M M
γ
γ
− +  
= =    −   + 
 
 (9.11) 
Fig. 9.5.  
Efecto de la disminución 
de la contrapresión sobre 
el flujo a lo largo de la 

























= =  − + 
 
  (9.12) 
La relación entre las presiones de remanso se escribe: 
  














+ −− + 
=  − + 
 
 (9.13) 
El cambio de entropía en función del número de Mach se obtiene combinando la 
ecuación ( )2 1 20 10/s s s Rln P P∆ = − = −  y la ecuación 9.13, y resulta: 
 















+ − − +  
 − =  −  +    
 (9.14) 
Para facilitar los cálculos, es conveniente referir el estado del fluido en una sección del 
conducto a las condiciones límite 1M =  como estado de referencia.  
















































 − + =
−  +    
 (9.17) 
Los valores de las relaciones entre las propiedades del fluido y también entre las del flujo 
adiabático unidimensional con fricción en un conducto de sección recta constante se 
encuentran tabulados en el anexo I. 
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9.4  Dinámica del flujo estacionario unidimensional adiabático con 
fricción en un conducto de sección recta constante 
En un conducto de sección recta circular de diámetro D , la ecuación de conservación 






+ +  0dx
D
=  (9.18) 
donde λ es el coeficiente de fricción de Darcy-Weisbach. 





dP VdV V dx
P P D P
λρ ρ+ + =  (9.19) 











 + − = − ⋅ −  +     
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Sustituyendo estas relaciones en la ecuación 9.19, se obtiene: 
 
( ) ( )2 2 2
3 2 4 2
2 1 1









− −   + +   
   
 (9.20) 
Conociendo ( )xλ  e integrando la ecuación 9.20 entre los límites 10, x M M= =  y 






1 1 1 1 ( 1) 2.ln
2 ( 1) 2
ML M
D MM M M
γ γλ
γ γ γ
     + − +    = − +         − +          
 (9.21) 
La ecuación 9.21 permite determinar la máxima longitud de conducto, de diámetro D  
y coeficiente de fricción λ, en que 1 M  es el número de Mach del flujo en la entrada. Para 













    + −   = − +    −      +    
 (9.22)  
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A partir de esta solución general, procede considerar dos condiciones particulares: 
(i) Efectos de compresibilidad despreciables 
(ii) Flujo isotérmico 
 
9.4.1 Flujo de Fanno en caso de compresibilidad despreciable 
En las condiciones consideradas, 0dVV
dx
ρ → ; entonces, la ecuación de conservación de 
cantidad de movimiento se expresa: 2 2
2 2 ( )
dP PV V
dx D D RT
λ λρ= − = − ⋅  




λ γ= −  (9.23)  









γ γ λ+ −    = −  
 −
 (9.24) 
Sustituyendo la ecuación 9.24 en la ecuación 9.23 e integrando, se obtiene L  en función 
de M . 
 
9.4.2 Flujo isotérmico 






= =  
A partir de la ecuación de continuidad, se derivan las relaciones siguientes: 
 1 1 1 1 1 11 1 2












ρ ρ ρ= =  (9.26) 
Sustituyendo las ecuaciones 9.25 y 9.26 en la ecuación de la cantidad de movimiento 
9.18, se obtiene: 
 
2
1 1 1 1
1 1 13 2 02
PV PVdP V dP dx
P DP P
λρ ρ− + =  (9.27) 
Multiplicando por P 2 y teniendo en cuenta que 
2
2 21




VV P P M
R T
ρ γ= = , resulta: 
2 2 2 2
1 1 1 1. . 02
dPPdP P M P M dx
P D
λγ γ− + =  
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     = − +   
     
 (9.28) 
Procede ahora analizar el nuevo estado límite. En las condiciones de bloqueo, 
/ 0dx dP = ; entonces, a partir de la ecuación de conservación de cantidad de movimiento 
9.18, tomando:  
2;
GRT GRT dVP RT dP dV RT
V VV
ρ ρ= = = − = −  
resulta: dP dV
P V
= −  (9.29) 
Sustituyendo la relación 9.29 en la ecuación 9.18 se obtiene: 
 2 2 0
2




− + =  (9.30) 
A partir de la ecuación 9.30, una simple reordenación de los términos conduce a la 
ecuación: 
 2
2 1 1dx D



















 limRT=  11
aRT
γ




=  (9.32) 
Por otra parte, 1lim lim 1 1






= = = =
 












     = − +   
     
 (9.33) 
En términos solo de 1M , se escribe: 
 ( )2 2max 1 12
1







 = − +   (9.34) 
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Si, además del flujo isotérmico, se puede admitir que la condición de compresibilidad es 










λγ  = −  
 
, 








   = −   
  
 (9.35) 
La ecuación 9.35 se puede simplificar teniendo en cuenta que, para ( )2 1/ 1P P ≅ , se tiene: 












≈ −  
 
 (9.36) 
9.5 El coeficiente de fricción 
El efecto de la fricción sobre el flujo de fluidos compresibles en conductos de área de 
sección recta circular constante fue investigado analíticamente por Grashof 1 y Zeuner,2 
que llegaron a establecer una relación entre el coeficiente de presión y la velocidad del 
fluido para gases perfectos. Stodola3 demostró que las curvas de Fanno permiten un 
tratamiento gráfico general de cualquier ley de fricción. Frössel4 presentó las primeras 
mediciones extensas de coeficientes de fricción para el flujo de aire a través de tubos 
lisos con velocidades superiores e inferiores a la del sonido. Los valores medidos para 
flujo subsónico y supersónico parecen coincidir, a los correspondientes números de 
Reynolds, con los valores medidos para flujo incompresible. Keenan y Neumann5 
realizaron una investigación experimental exhaustiva de los coeficientes de fricción del 
flujo de aire en régimen subsónico y supersónico en un tubo.  
El intervalo de valores del número de Mach va desde 0,27 hasta 3,87, y el de números 
de Reynolds, desde 410  hasta 8,7· 510 . 
Las conclusiones más importantes son las siguientes: 
− Para valores de /L D  superiores a 50 , el coeficiente aparente de fricción para el 
flujo compresible a números de Mach mayores o menores que 1 es aproximadamente 
igual, para los mismos números de Reynolds, a los coeficientes de fricción para flujo 
incompresible con capa límite completamente desarrollada. 
− Para valores de /L D  inferiores a 50, el coeficiente de fricción es una función de /L D  
y del número de Reynolds. Si el número de Reynolds es inferior a 610 el valor del 
coeficiente de fricción es generalmente menor que el dado por la fórmula de Kármán-
Nikuradse. El efecto del número de Mach es limitar el rango de valores de /L D . 
− Para números de Mach superiores a la unidad, el coeficiente de fricción aparente 
medio disminuye rápidamente desde de un valor relativamente alto en la entrada 
hasta un valor mínimo a una distancia aproximada de 20 diámetros a partir de la 
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entrada. A mayor distancia, dicho valor aumenta progresivamente a medida que la 
distancia a la entrada aumenta hasta alcanzar un valor límite dado por la fórmula de 
Kármán-Nikuradse. 
− La variación del valor del coeficiente de fricción con /  L D para un flujo supersónico 
es similar al observado en el flujo de fluidos incompresibles. 
− El coeficiente de fricción aparente está sumamente influido por la presencia de ondas 
de choque oblicuas en el tubo. 
El coeficiente de fricción aparente es definido en la publicación de Keenan y Neumann 
como 22 / Vλ τ ρ= , donde τ es la tensión de cortadura en la pared del tubo, ρ es la 
densidad media del fluido y V  es la velocidad media en él. En términos de /L D , γ y 
M , su valor para un gas perfecto viene dado por la fórmula: 




2 2 2 2
1 2 2 1
2 12 1 2 11 1
4 2 2 1
M MM MD ln
L M M M M
γγ γ γλ
γ γ γ
  + − + − + −  +  = − −     + −       
 (9.37) 
La figura 9.6 muestra los valores del coeficiente de fricción para un flujo subsónico, 
comparados con los de un flujo incompresible para el mismo número de Reynolds, y la 
figura 9.7 muestra el coeficiente de fricción en función de la distancia a lo largo del tubo 
para el mismo régimen de flujo. En ambas representaciones, el coeficiente de fricción se 
ha de entender como el valor medio, a lo largo del tubo, del coeficiente de fricción 




Coeficiente de fricción a 
lo largo del tubo para 
flujo subsónico  
 
Fig. 9.6. 
Coeficientes de fricción 
en el flujo subsónico, 
comparados con los de 
flujo incompresible5  
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En la figura 9.8, se ha representado el coeficiente de fricción aparente medio entre la 
entrada y cualquier valor de /L D  frente al valor de /L D  para flujo supersónico, a 
varios números de Mach. 
 
Sobre cada curva, se indica el número de Reynolds que corresponde a la viscosidad para 
la velocidad cero, y en el margen de la derecha se muestra el valor correspondiente al 
coeficiente de fricción para un fluido incompresible a grandes valores de /L D .  
En la misma figura, se han trazado varios segmentos de hipérbola que representan el 
máximo valor de ( )/L Dλ  al cual corresponde 2 1M =  para el valor 1  M en la entrada 
al tubo indicado sobre cada segmento. 
9.6  Procedimiento simplificado de cálculo de flujo adiabático 
teniendo en cuenta las pérdidas en accesorios 
La mayoría de fenómenos de flujo en la industria se producen con números de Mach 
inferiores a 0,2. El cálculo de los flujos de gas con bajos números de Mach puede llevarse 
a cabo suponiendo que el fluido se comporta como incompresible, excepto en sistemas que 
implican conducciones de gran longitud, en cuyo caso el sistema deberá subdividirse en 
secciones, en que los cambios de densidad representan solo un pequeño tanto por ciento. 
En este caso, para cada sección se toma el valor medio de la densidad del fluido en ella. 
Si un proceso de flujo en particular no puede tratarse como de fluido incompresible, es 
necesario aplicar las relaciones de flujo compresible y decidir si se darán o no las 
condiciones de bloqueo. Al estudiar un sistema, habitualmente es posible establecer 
dónde es probable que se produzca el bloqueo. Se conocen varias situaciones de flujo 
bloqueado, la mayoría no suficientemente bien comprendidas, que dan lugar a 
inestabilidades de flujo. La figura 9.9 ilustra alguna de estas situaciones y muestra dónde 
se produce el choque. 
Fig. 9.8. 
Coeficiente de fricción 
aparente medio en 
función de /L D  para 
flujo supersónico5  
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Como ya se ha explicado en otro capítulo, el choque da lugar a cambios significativos 
del estado del fluido y del flujo corriente abajo.  
El bloqueo puede ocurrir: 
1. En el extremo de un tubo que descarga en un gran recinto (v. figura 9.9a). Para 
establecer la velocidad del sonido en el extremo de un tubo de longitud significativa, 
la relación de presiones estáticas entre la salida del tubo y su entrada ha de ser inferior 
a 0,5. 
2. En el extremo de un tubo cuya área de sección transversal aumenta en la dirección 
del flujo (v. figuras 9.9b y 9.9c). 
Fig. 9.9. 
Diferentes situaciones 
de flujo con bloqueo 
[Mi90] 
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3. En un cambio de dirección en un conducto de sección recta constante (v. figura 9.9d). 
En el flujo por un codo, parte de la corriente se acelera, lo cual incrementa el número 
de Mach local. Para codos con r/d superiores a 1, el bloqueo no ocurre en el propio 
codo si el tubo de salida tiene una longitud mayor que cuatro veces su diámetro. 
4. En una restricción en un tubo o paso (v. figuras 9.9e y 9.9f). En el caso de un tubo de 
Venturi, se puede establecer bloqueo con relaciones de presión estática corriente 
abajo/corriente arriba próximas a la unidad. Esto hace que el tubo de Venturi sea un 
buen dispositivo de medición, en que es necesario que se produzcan pérdidas 
mínimas de presión bajo funcionamiento normal y mínimo flujo másico en 
condiciones de fallo, al igual que un tubo de evacuación de gases de explosión. 
El flujo másico a través de dispositivos tales como toberas y tubos de Venturi depende 
solo de la presión del gas corriente arriba y de la temperatura, una vez establecido el 
bloqueo. En el caso de dispositivos tales como orificios y válvulas que tienen grandes 
áreas de separación de flujo, el valor del coeficiente de descarga puede continuar 
aumentando con el descenso de la contrapresión por debajo de la requerida para que se 
alcance la velocidad del sonido. 
A la hora de calcular el flujo por tuberías y accesorios, es bien conocido que las 
propiedades del fluido permanecen constantes en un flujo incompresible, lo cual permite 
calcular las pérdidas de presión en componentes en cualquier orden y después sumarlas 
para evaluar la pérdida de presión total. Sin embargo, en los flujos compresibles, las 
condiciones de estado del fluido a través de cada componente deben establecerse por 
cálculo hacia atrás o hacia adelante, a lo largo del sistema, a partir de una localización 
donde las condiciones de estado del gas sean conocidas. 
A título de ejemplo, la figura 9.10 muestra, para un tubo recto con flujo bloqueado en la 
salida, la variación dramática del número de Mach con la distancia a su extremo: a una 
distancia del extremo del tubo de cinco veces su diámetro, el número de Mach de la 
corriente pasa de 0,8 a 1. De ello, resulta que la variación del estado del fluido a lo largo 
del tubo es considerable. 
 
 Ese modo de proceder resulta, en general, tedioso, por lo cual se han desarrollado otros 
métodos, más simples y rápidos. Así, para flujos adiabáticos, es frecuente utilizar para 
calcular las pérdidas continuas y singulares un método basado en funciones de flujo 




Variación del valor del 
número de Mach del flujo 
a lo largo de un conducto 
de sección recta 
constante cuyo extremo 
está bloqueado (aire a 
Re=106). [Mi90] 
 
Dinámica de gases  
288 
 ( ) ( )
( )/ 121
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9.6.1 Tubos rectos y accesorios de pequeña pérdida e idénticas secciones 
de entrada y salida 
Los cálculos en caso de tubos y accesorios que producen pérdidas pequeñas, con áreas 
de entrada y de salida idénticas, requieren corregir los datos correspondientes al flujo 
incompresible para tener en cuenta los cambios de densidad, suponiendo que el patrón 
de flujo no cambia como resultado de la compresibilidad del fluido. Cuanto más alto es 
el coeficiente de pérdida de un accesorio, tanto mayor es el riesgo de cambio de patrón 
de flujo. A efectos prácticos, un accesorio con un coeficiente de pérdida menor que 0,25 
a un número de Reynolds de 106 puede considerarse un accesorio de baja pérdida. 
Siempre es necesario comprobar que los accesorios que tienen una diferencia de presión 
estática alta en comparación con su pérdida de presión total, como los tubos de Venturi 
y las válvulas de alta recuperación, no quedan bloqueados ni siquiera aunque sus 
números de Mach en la entrada sean moderados. Cuando se duda sobre si existe bloqueo, 
se estima el área mínima de flujo y se calcula el número de Mach suponiendo que no hay 
pérdida de presión total desde la entrada al área mínima de flujo. 
En las condiciones de flujo que se han especificado, la ecuación básica de cálculo de los 
sistemas de tubos rectos con accesorios de baja pérdida es: 
 1 2iK X X= −  (9.42)  
donde iK  es el coeficiente de pérdida del componente en flujo incompresible, o bien el 
coeficiente de pérdida por fricción dado por /fL D , y los valores de X se calculan 












 +− +  = +
 + − 
 (9.43) 
El valor de este parámetro de pérdida viene representado en la figura 9.11, en función 
del número de Mach. 
En cuanto a los accesorios con coeficiente de pérdida mayor que 0,25, hay que tener en 
cuenta que en ellos suelen encontrarse áreas de separación de flujo seguidas por una 
recuperación de la presión estática después de una vena contracta. La separación de flujo 
da lugar a importantes efectos de compresibilidad: expansión radial, que puede reducir 
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la contracción del flujo y, por tanto, pérdida total de presión, y, a altos números de Mach 
subsónicos, resulta necesario relacionar las pérdidas a la velocidad máxima en el flujo 
separado y no a la velocidad en el tubo. 
 
Procedimiento de cálculo del coeficiente de pérdida en accesorios cuyo valor es 
mayor que 0,25 
1. Hallar el coeficiente de pérdida, Ki, del componente considerando el flujo 
incompresible. Si se conoce el número de Mach en la entrada, verificar si Ki es menor 
que X (v. figura 9.11). Si Ki fuera mayor que X, el flujo está bloqueado. Ello obliga 
a reasignar al sistema nuevos valores de caudal y de presión. 












3. Calcular el número de Mach no corregido, Mu, en el área aparente mínima de flujo 
utilizando las ecuaciones 9.38 y 9.40. Área mínima de flujo = área de entrada × R·Aa 
 Suponer la presión total en el área mínima de flujo igual a la presión total en la 
entrada al componente. Cuando se lleven a cabo cálculos hacia atrás, será necesario 
estimar la presión total en la entrada P10. Si el valor de la función de flujo másico 
(ecuaciones 9.39 o 9.40) es mayor que el que corresponde a Mach 1, suponer M = 1 
y seguir los pasos 4 a 6. Si, en el paso 6, queda indicado todavía un valor de la 
función de flujo másico no realista, ir al paso 10. Si, en el paso 6, se indica que el 
número de Mach es inferior a la unidad, cuando en el paso 3 se tomó la unidad, 
suponer un número de Mach intermedio entre el valor indicado y la unidad, y repetir 
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4. Si se conoce el área geométrica mínima del componente, sea en una malla metálica 
o en una placa-orificio, determinar el coeficiente de descarga aparente para fluido 
incompresible, CDa; de lo contrario, estimar un valor de CDa aparente a partir de los 
datos representados en la figura 9.12. 
CDa aparente = Área de entrada × R·Aa / Área de flujo conocida 
 
5.  Utilizar el número de Mach aparente a partir del punto 3 y el CDa aparente a partir 
del punto 4 para obtener el coeficiente de corrección de compresibilidad, CC , a partir 
de la figura 9.13.  
 
6.  Calcular el número de Mach corregido en la sección mínima de flujo utilizando la 
ecuación 9.39, con: 
Área = área de flujo en la entrada × R·Aa × CC, y 
  Presión total en el área mínima de flujo = presión total en la entrada al componente. 
7.  Calcular Ks mediante la ecuación  Ks = ( 1 – R·Aa × CC)2  (9.45) 
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= − −  






 se calcula mediante la ecuación 9.38 utilizando el número de Mach del 
punto 6. 
9.  Si es necesario, encontrar el número de Mach en la salida utilizando las ecuaciones 
9.1 a 9.3, y continuar los cálculos a lo largo del sistema, o bien si, estimada la presión 
total en la entrada, P10, el valor calculado (paso 8) de P20 no coincide con el valor 
conocido de P20, entonces suponer un nuevo valor de P20 en el punto 3 y repetir los 
cálculos. 
10.  Suponer que el número de Mach es la unidad en el área de flujo calculada en el punto 
6 y calcular el flujo másico utilizando la ecuación 9.3. Si este caudal calculado es 
menor que 0,9 del supuesto en el punto 3, entonces es improbable que el caudal 
supuesto en dicho punto pase a través del componente, independientemente de cuán 
baja sea la presión corriente abajo. El caudal máximo que cabe esperar con toda 
probabilidad se ha de estimar a partir de una valoración de los efectos de 
compresibilidad sobre los patrones de flujo dentro del componente. 
9.6.2 Accesorios con entrada y salida de área de sección recta diferente 
De entre los numerosos accesorios con la característica enunciada, cabe distinguir: 
− Contracciones bruscas 
− Expansiones bruscas 
− Difusores 
 
El coeficiente de pérdida de contracciones bruscas se calcula mediante la ecuación 9.41, 
sustituyendo en ella los valores de las relaciones de presión que se encuentran en la figura 
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En los casos de expansión brusca, se ha de distinguir si el flujo a la entrada del accesorio 
es subsónico o, por el contrario, si es crítico (M = 1). Si es subsónico, el coeficiente de 
pérdida es el correspondiente a fluido incompresible, ( )21 21 /sk A A= − , y la relación de 
presiones de remanso a través del accesorio viene definida por la ecuación: 
  ( )20 10 1 101 1 /sP P k P P = − −   (9.47) 
Si el régimen del flujo de entrada en el accesorio es crítico, se ha de distinguir si está 
bloqueado o no. En caso de flujo bloqueado, el número de Mach del flujo a la salida del 
accesorio M2 ha de determinarse en una sección corriente abajo donde sean conocidas 
las condiciones de estado del gas comprobando que la presión base Pb es menor que la 
presión estática de entrada; si no lo es, entonces el flujo no está bloqueado.  
La relación entre la presión base y la presión estática del gas en la entrada al accesorio 





½ ½1 2 2
½21 1 2 2 2
/ 11 1
1 / 2 1
bP A A M




+ = + − + − + −  
 (9.48) 
La figura 9.15 ilustra un caso de aplicación de la ecuación 9.48. 
 
9.6.3 Criterios que rigen el procedimiento simplificado de cálculo de una 
tubería con accesorios 
Los criterios que sirven de pauta, según Miller, para aplicar el procedimiento 
simplificado de cálculo de sistemas compuestos por tuberías y accesorios para el 
transporte de gases con efectos de compresibilidad importantes en régimen adiabático 
son los siguientes: 
1. Si se desconoce el caudal, suponer uno. Como quiera que habitualmente el número 
de Reynolds es alto, lo cual permite suponer que los valores de los coeficientes de 
pérdida dependerán poco de Re, es relativamente fácil hacer una previsión de caudal 
razonablemente precisa. 
 
2. Si se han de encontrar el tamaño del tubo y de los componentes, suponer un tamaño 
de tubo. 
3. Si es probable que la relación de presión a través de un sistema sea suficiente para 
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Conociendo dónde es probable que se produzca el bloqueo, o bien dónde se producirá 
definitivamente, los cálculos se minimizan. 
4. Dividir el sistema en tramos que tengan un tamaño de tubo y de componente 
constante. Las condiciones del gas a través de cambios de área deben considerarse 
por separado. 
5. Si cabe esperar que ocurra bloqueo sónico dentro de un componente que forma parte 
de un tramo del sistema de área constante, ya sea un tubo de Venturi o una válvula 
parcialmente abierta, subdividir el sistema ulterior en secciones corriente arriba y 
corriente abajo del dispositivo potencialmente bloqueado. 
6. Determinar el número de Mach y las condiciones del gas en las secciones en que se 
disponga de datos detallados de la presión. Siempre que sea posible, los cálculos 
deben realizarse desde el extremo final del sistema hacia atrás, particularmente en los 
sistemas ramificados que implican soluciones iterativas a lo largo de varias ramas. 
7. Para la sección del sistema donde se conocen las condiciones corriente arriba o bien 
las condiciones corriente abajo, hallar ΣKi, donde: 
ΣKi ≡ suma de los coeficientes de todos los componentes, incluyendo tubos, para un 
fluido incompresible. Para un tubo, ( )/K L Dλ= . 
8. Utilizar la información aportada en los puntos anteriores para calcular X1 o X2, o bien 
ΣKi, y calcular el número de Mach en la entrada y en la salida. Obsérvese que, para 
componentes con Ki ≥ 0,25, se aplican los valores aportados en el subapartado 
C9.6.1.1 pero, para una primera estima, puede ser suficiente utilizar solo los del 
apartado de pequeña pérdida. 
9. Calcular las condiciones a través de cualquier cambio de área de sección transversal 
utilizando los datos del apartado C9.6.2 y las ecuaciones F1 (M), F2 (M), F3 (M). 
10. Con los resultados del paso (9), repetir los pasos 6 y siguientes, en la medida que 
sean apropiados. 
11. Si el caudal y la pérdida de presión, o bien las presiones de entrada o de salida no 
coinciden con los valores estimados o requeridos, repetir los pasos 1 a 10 con nuevos 
valores de caudal, tamaño de tubo o presión.  
  




En un tubo de 0,25 m de diámetro interior, entra vapor recalentado (T1 = 755,6 K, 
P1 = 68,95·105 Pa) a una velocidad de 150 m/s. Determina el lugar geométrico de los 
posibles estados termodinámicos que satisfacen las ecuaciones de continuidad y de 
energía (línea de Fanno). 
Resolución 
A partir de las tablas, el volumen específico, la entalpía y la entropía por unidad de masa 
del vapor recalentado en el estado especificado son: 
v1 = 0,04747 m3kg-1; h1 = 3.368,5·103 J/kg; s1 = 6.749,5 J/kg·K 
El flujo másico específico del vapor recalentado que se introduce en el tubo es: 
G = V1/v1 = 150/0,04747 = 3.159,89 kg/s·m2 
La entalpía de remanso es h0 = h1 + V12/2 = 3.368,5·103 + 1502/2 = 3.379,75·103 J/kg 
Entonces, la ecuación de la línea de Fanno se escribe: 
h = 3.379,75·103-3.159,892·v2/2 J/kg 
Algunos puntos de la línea de Fanno para G = 3.159,89 kg/s·m2 son: 
v 
(m3/kg) 0,05 0,075 0,10 0,125 0,150 0,175 0,200 0,225 0,250 
h 











Sea un conducto cuya relación longitud/diámetro es 60; el coeficiente de fricción en él 
es 0,01 y descarga aire en un recinto que se encuentra a la presión de 0,5 atm. Conocidas 
la presión de remanso del gas en la entrada dada, P10 = 3 atm; su relación con la presión 
estática, P10/P1 = 36,74, y el número de Mach, M1 = 3, determina el número de Mach en 
la salida y la distancia a lo largo del tubo desde su origen, donde ocurre choque normal. 
La figura 1 del ejercicio muestra un esquema del tubo con su tobera en la entrada.  
Resolución 







= . A partir de las tablas de flujo isoentrópico para M1 = 3, se obtiene 
P1/P* = 0,2182. Sustituyendo valores, se obtiene P4/P* = 1,336. 
A partir de este valor de la relación entre las presiones de salida y la crítica, las tablas de 
Fanno dan (interpolando valores) M4 = 0,775 y λ(L/D) = 0,1. 




ch max maxx x L L
D D D
λ λ λ
−    = −   




ch max maxx x L L
D D D
λ λ λ
−    = −   
   
 
Sumando las dos ecuaciones, se obtiene:  
1 2 3 4
max max max maxL L L LL
D D D D D
λ λ λ λ λ       = − + −       
       
 






λ λ   = +   
   
 






















Aplicando un método iterativo de aproximaciones sucesivas, se obtiene: 
2 1,74M =  y 3 0,63M =  
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Por último, aplicando la primera de las dos ecuaciones planteadas antes, se determina la 
distancia en términos de diámetro del conducto donde ocurre el choque recto: 
( )
1 2





    = − = − =    
    
 




Ejercicio 3  
Un gasoducto de 0,35 m de diámetro interior y 100 km de longitud transporta gas natural. 
La presión y la impulsión es de 80 bar, y la caída de presión es de 65 bar. Determina el 
flujo másico del gas transportado. 
Peso molecular del gas = 20; viscosidad absoluta = 10-5 N·s·m-2; temperatura = 15º C 
Rugosidad de la tubería = 0,025 mm (tubo nuevo liso); ( )/k L Dλ=  
Resolución 
Los gasoductos son proyectados para un régimen de flujo subsónico, isotermo, con un 











P AP k m RT AP
  
 = + = 



























   = − 
   
  (1) 
Suponiendo un régimen turbulento liso, 65·10Re > , el coeficiente de fricción viene dado 













  +  
    
0,0117 
Sustituyendo valores en la ecuación (1), se obtiene: 
½22 5
½ ½3
0,35 .0,785.15.10 1 80. 1
158314,4 100.10.288 0,0117.20 0,35
m
  = −  
       
       
  
Y resulta: 
137,77 kg·sm −=  
Ejercicio 4 
La figura representa el esquema de una antorcha diseñada para evacuar 500 kg/s de gas 
hidrocarburo de peso molecular 49,5 (R = 168 J/kg·k y γ = 1,1) a la temperatura total de 90ºC. 
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Determina la presión necesaria a pie de la chimenea, suponiendo un coeficiente de 
fricción λ = 0,012. 
Resolución 








 a los tramos 
sucesivos de la antorcha a partir de la salida. 
En la salida, las condiciones son T = 273 + 90 = 363 K; P0 = 1,013·105 N/m2; 






F M = = . 
El número de Mach correspondiente al valor de la función ( ) 0,93sF M =  se calcula 
mediante la ecuación ( )
( )
( ) ( )
½












 + − 
. 
Sustituyendo valores e iterando, se obtiene 0,87sM = . 







P = = =  










 ,  
donde 2 21,37 ·0,785 1,473 mchA = = . 
Sustituyendo valores, se obtiene ( ) 0,5412cgF M = . 
Aplicando el mismo procedimiento que en el caso anterior, se tiene 0,64cgM = . 
Para este valor del número de Mach, la aplicación de la ecuación 9.43 del texto da 
0,467cgX = . 
El valor total de la función X de la antorcha es: 
0,012·95 /1,37 2,4 1,5 0,465 5,12a i cgX X X= + = + + + =∑  
Procediendo como antes para 5,12,aX =  se obtiene 0,3aM = . 









, de donde se 
obtiene: 
5












Flujo estacionario unidimensional 
con transferencia de calor. Línea 
de Rayleigh. Flujo con adición de 
masa. Flujo de gases reactivos 
 
 
10.1 Introducción  
En muchos procesos industriales, se utilizan instalaciones y equipos en que ocurre flujo 
estacionario unidimensional de fluidos compresibles por conductos de sección recta 
constante, prácticamente sin fricción ni intercambio de trabajo, pero con un intercambio 
importante de calor, que se traduce en un cambio de la entalpía de remanso. Tales flujos 
se producen en las cámaras de combustión y son frecuentes en intercambiadores de calor, 
recalentadores y equipos similares. Los flujos en que 𝛿𝛿𝛿𝛿 ≠ 0 se denominan flujos 
diabáticos. 
Si bien todos los casos prácticos de flujo diabático están acompañados invariablemente 
de fricción, la consideración del flujo con transferencia de calor sin fricción es una buena 
aproximación, con la finalidad de evaluar el efecto de variación de la entalpía de remanso 
del fluido sobre su flujo. 
En este capítulo, se analiza el flujo diabático simple, basado en las hipótesis siguientes: 
− Flujo estacionario unidimensional 
− Conducto recto de área de sección recta constante 
− Efectos de las fuerzas másicas (gravitacionales) y de fricción despreciables 
− Transferencia finita de calor 
10.2 Ecuaciones básicas y línea de Rayleigh 
Sea q el calor por unidad de masa que recibe el gas a lo largo del conducto hasta una 
sección determinada. Las ecuaciones básicas que ha de satisfacer el fluido en 
movimiento son las siguientes: 
(i) Conservación de masa:  cte.V Gρ = =   (10.1) 
(ii) Conservación de impulso: 2       cteP V B+ = = .  (10.2) 
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(iii) Energía:  
2
002
Vh h q+ = +    (10.3) 
donde h00 es la entalpía de remanso correspondiente al fluido en estado de reposo. 
A partir de la derivada de la ecuación 10.2,  0dP VdVρ+ = ; sustituyendo en ella  Vρ por 
G e integrando, se obtiene: 
  cte.P GV+ =   (10.4) 
La ecuación 10.4 define una familia de curvas en el plano ℎ, 𝑣𝑣 cuyo parámetro es el valor 
de G. Son las líneas de Rayleigh (v. figura 10.1).  
 





 = − = − 
 
  (10.5) 
donde v  es el volumen específico del fluido. 








representación es una recta de pendiente 2G− . 
La velocidad del fluido que corresponde a cualquier estado a lo largo de la línea de 




P PV vG v
v v
 −
= =  − 
 ( )1/2v tgα= − . 
Fig. 10.1. 
Línea de Rayleigh 
en el plano h-v 
[ZH76] 
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Otra forma de representación de la línea de Rayleigh es en el plano h, s. La ecuación de la 











 − =  
   
 












−    − = +    
 
 
  (10.6)  







− = , resulta:  














  (10.7) 
La ecuación 10.7 representa también una familia de curvas en el plano h, s; cada una de 
ellas corresponde a un valor particular de ℎ0 y de G (v. figura 10.2). 
10.2.1 Condiciones de máxima entalpía y de máxima entropía 
Cuando el estado del fluido es de máxima entalpía, cualquier adición ulterior de calor 
provoca un incremento de la energía cinética del fluido en una tasa igual a la de adición 
de calor, de manera que la entalpía del fluido se mantiene constante. Si la velocidad del 
fluido aumenta más rápidamente que la adición de calor (por ejemplo, disminuyendo la 
contrapresión), la energía requerida para tal aumento de velocidad ha de provenir de la 
energía que tiene el fluido; el resultado es una disminución de su entalpía y un incremento 
de la entropía. 
 
 Fig. 10.2. 
Línea de Rayleigh en 
el plano h, s 
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La figura 10.2, que representa una línea de Rayleigh en el plano h, s, ilustra el fenómeno 
comentado. 
Como ya se ha visto, la pendiente de una línea de Rayleigh es 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, que es igual a -𝐺𝐺2. 
En el estado de máxima entropía, dicha pendiente ha de coincidir con la de la línea de 









 ∂ ∂ = = − = −  ∂ ∂   





= , pues se ha de 
cumplir tg tgβ α= . Resulta que la entropía es máxima cuando la velocidad del fluido 
es igual a la velocidad del sonido local *V a= . Cuando se alcanza esta condición, se 
produce el denominado bloqueo térmico. 
 
10.2.2 Relaciones entre las propiedades de estado del fluido y las 
propiedades del flujo a lo largo de la línea de Rayleigh para un gas 
perfecto 
Los valores de estas relaciones se encuentran en las tablas que se presentan en el anexo 
I. No obstante, se considera conveniente exponer aquí las fórmulas correspondientes para 
calcularlos: 






























=  −+  + 
 
 (10.9) 












=   + 
  (10.10) 
Relación de temperaturas de remanso
2 22 2
22 120









−   + +    =    −    + +    
  (10.11) 
Cambio de entropía 











+ −−    +∆  =      +    
  (10.12)  








c P P γ γ−
 ∆  =
  
    (10.13) 
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10.3 Descarga de un depósito por un tubo de fricción despreciable y 
adición de calor 
El sistema de ecuaciones 10.1, 10.2 y 10.3 nos permite calcular las variables de estado y 
la velocidad en función de q y las condiciones de entrada del tubo, distinguidas por el 
subíndice 0. Sea M  el número de Mach de la corriente a una distancia  l  de la entrada al 
tubo. A partir de la ecuación 10.2, se deduce ( ) ( )2 20 0/ 1 /1P P M Mγ γ= + + . 








+ = + 
 
 










 − + = +   
− −   
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  = ⋅ =  
  
, sustituyendo estas 
















 − + +     +     ⋅ =    −+     +
 (10.15) 





1 1( ) 1
12 1
2












( ) 1F M q
hF M
= +  (10.17) 
La relación 𝐹𝐹(𝑀𝑀) con respecto a M está representada en la figura 10.3 y se observa que 
presenta un máximo en M = 1. 
A la vista de la ecuación 10.17, se puede extraer la conclusión siguiente: dado un estado 
inicial del fluido caracterizado por M0 < 1, toda adición de calor determina un aumento 
de M, que tiende a la unidad. Así pues, dado un estado determinado del fluido en 
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movimiento, la cantidad máxima de calor que se le puede añadir es la que corresponde 
para alcanzar 1M = . 
 














, y teniendo en cuenta que en x L=  (longitud del 







γγ −− = + 
 
, donde aP  es la presión en la 
descarga y 00P  es la presión de remanso del gas en la entrada al tubo, se obtiene la 
















−  +−   = + ⋅   
+    
 (10.18) 
Esta ecuación, junto con la ecuación 10.7, particularizada para el extremo de salida del 
tubo, forma un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que permite calcular los 
números de Mach a la entrada y a la salida del tubo como función de los datos 00 00  P yT , 
etc., o sea, de 00
00





La cantidad máxima de calor que puede añadirse al fluido desde un estado caracterizado 
por la temperatura T  y el número de Mach M  se calcula a partir de la segunda relación 
de Damköhler, haciendo 1LM = . En efecto, sean 0xT  la temperatura de remanso del 
fluido a la distancia x  de la entrada del tubo y 0  LT la temperatura de remanso del fluido 
a la salida del tubo, habiéndose añadido al fluido una cantidad de calor q  entre  y x L . 




























































































 Fig. 10.3. 
[Sh53] 
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   













En la figura 10.4, se representa en el plano ( )00 / aP P , ( )00/Lq h  las curvas 
correspondientes a varios números de Mach a la entrada de un tubo de longitud L hasta 
alcanzar el valor límite 1M =  como resultado de la adición de calor. 








γ + =  
−  
 (10.20) 
A la vista de las ecuaciones anteriores, cabe concluir: 
 q > 0 , Calefacción q < 0, Refrigeración 































(1) Aumenta para  1 /M γ<  y disminuye para  1 /M γ>  
(2) Disminuye para  1 /M γ<  y aumenta para  1 /M γ>  
Fig. 10.4. 
Descarga de un gas 
por un conducto a lo 
largo del cual se ha 
añadido calor 
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La representación de la línea de Rayleigh en el plano h, s (v. figura 10.5) permite situar 
el punto 1/M γ=  e identificar qué es lo que sucede, desde el punto de vista de la 
transferencia de calor, en las dos ramas 1/M γ<  y 1/M γ> . 
 
La figura 10.5 muestra la existencia de dos puntos de intersección de la línea de Rayleigh 
con la línea de Fanno. Puesto que a todos los estados sobre la línea de Fanno les 
corresponde la misma entalpía de remanso y, a todos los puntos sobre la línea de 
Rayleigh, el mismo valor del empuje específico de la corriente ( )P GV+ , el cambio 
espontáneo del estado 1 al estado 2 se puede producir por una onda de choque. Como ya 
se ha explicado en otro capítulo, el proceso de onda de choque es una compresión brusca 
que incrementa la presión y la entropía del fluido, pero disminuye su velocidad de 
supersónica a subsónica. 
10.4  Flujo por un tubo de sección recta constante, alimentado desde 
un depósito, con fricción y adición de calor 
El depósito se supone muy grande, de forma que el proceso se pueda considerar casi 
permanente. 
Sean 0P  y 0T  la presión y la temperatura del gas en el depósito, donde la velocidad del 
gas es prácticamente nula. Admitiendo que la transición del depósito al tubo se lleva a 
cabo por una contracción suave y gradual que no produce pérdidas, el estado 
termodinámico de remanso del fluido a la entrada del tubo es el mismo que en el depósito. 
La presión a la salida del tubo ha de ser igual a la presión ambiente mientras el 
movimiento sea subsónico en el tubo, o sea: 
 1L aP P si M= <  (10.21) 
Ahora bien, si la presión en el depósito, 𝑃𝑃0, es suficientemente grande y la presión en el 
exterior, aP , es suficientemente pequeña, la corriente a lo largo del tubo puede acelerarse 
Fig. 10.5. 
Líneas de Fanno y de 
Rayleigh en el plano h, s 
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hasta alcanzar 1M =  en el extremo. Entonces, la condición 10.21 deja de cumplirse y 
ha de ser sustituida por: 
1LM =  para 0 /  aP p > valor límite, ;L aP P>  1LM <  para 0 /  aP P < valor límite, 









Cuando hay simultáneamente fricción y adición de calor, se necesita una relación de 
presiones mayor que la relación límite para alcanzar el bloqueo sónico. Se ha de notar 
que tanto la fricción como la adición de calor introducen una caída de presión a lo largo 




1 . .1 ( 1)
2(1 ) 1




  = − + ⋅ − − ⋅ 
− −  
 (10.23) 
Cuanto mayor es el efecto de fricción y de adición de calor, tanto mayor es el valor del 
cociente 0 / aP P  necesario para alcanzar el bloqueo sónico, o para alcanzar un 
determinado flujo másico de gas. Para un valor dado de 0 , aP P  puede descender por 
debajo del valor límite para el cual el número de Mach en el extremo del tubo es la unidad 
(bloqueo sónico), pero, a partir de este valor límite, toda disminución de aP  no afecta el 
movimiento del fluido en el tubo, cuya presión en el extremo alcanzará el valor límite. 
Desde dicho extremo, el fluido se expansiona hasta el valor aP  por mecanismos de ondas 
de expansión. 
(Ver ref. 2) 
10.5 Descarga de gas de un depósito por un conducto térmicamente 
aislado de sección recta constante con fricción 
El flujo de gas por el conducto ha de satisfacer las ecuaciones siguientes: 












λρ ρ  + + = 
 
 (10.25) 
(iii) Ecuación de conservación de la energía:  0dh VdV+ =  (10.26) 





dP VdV V dx
P P D P
λρ ρ+ + =  (10.27) 
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La ecuación 10.27 se puede transformar para ser integrada entre extremos del tubo 
aplicando las relaciones siguientes: 
2









12 1 ( 1) .
22 .
1 11 12 2
MdM M MdM M
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− + − − 
 = → =
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ρ γ
γ γ
= ⋅ → =
− −   + +   
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   + −+ = − −   
+     
 (10.32) 
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A partir de la condición 1M =  *P P= , se obtienen las relaciones del valor de las 
propiedades termodinámicas del gas y las de su flujo en una sección arbitraria del flujo 
















  −  +   





















  −  +   
























































 +−  =
−  +    
 (10.36) 
A partir de la ecuación 10.30, aplicada en 0x = , donde 0  P P= y 0M M= ), y en x L=
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− −   + +   
   =
− −   + +   
   
 






























−− −  + +      = 
 
 (10.37) 
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Las ecuaciones 10.31 y 10.37 constituyen un sistema para las dos incógnitas 0M  y LM . 
Una vez calculado 0M , se pueden obtener todas las propiedades del fluido a la entrada 
del tubo, en particular el flujo másico: 
 
00 0 00































= = ⋅ ⋅
− −   + +   






   (10.38) 
Para: 





































En la figura 10.6, se ha representado gráficamente la función ( ) ( )00 / / 2aP P g L Dλ=  
para un gas de γ = 1,4. El procedimiento que permite encontrar una solución aproximada 




Descarga de gas de un 
depósito a través de un 
conducto con fricción 
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Supóngase que el problema parte de los datos 00 / aP P  y / 2L Dλ . Si el punto 
determinado en el diagrama por estos datos se sitúa por debajo de la línea 1LM = , la 
curva a que pertenece da los valores de 0M  y del flujo másico específico G. Esta misma 
curva permite determinar la distribución de presión en el tubo simplemente buscando el 
valor de la ordenada correspondiente a los valores de la abscisa / 2x Dλ , donde x 
representa los diferentes puntos del tubo en que se desea conocer el valor de P . Si el 
punto definido por los datos del problema se sitúa por encima de 1LM = , la condición 
a la salida del tubo es 1LM =  y la presión allí queda determinada por la ordenada que 
en la curva límite corresponde al valor de la abscisa dato. 
(Ver [Sh53]) 
10.6 Flujo estacionario unidimensional con adición de masa 
Hasta aquí, todos los flujos por conductos considerados tenían como rasgo común que el 
flujo másico en cada sección transversal del conducto era constante. En este apartado, se 
estudian los efectos que se derivan de la adición de masa a una corriente principal, o sea, 
cuando los cambios en las propiedades de flujo tienen como única causa la tasa de adición 
de masa 𝑑𝑑ṁ. 
La figura 10.7 ilustra un modo, entre otros muchos, de adición de masa a una corriente 
principal. El rasgo diferenciador del proceso de adición de masa es, en general, que sus 
propiedades , , ,i i i iV P hρ son distintas de las de la corriente principal, ,  ,  , V P h , cuyo flujo 
másico es ṁ. 
 
 
Se parte del supuesto de que las dos corrientes se mezclan completamente y que la 
corriente que resulta de la mezcla, cuyo flujo másico es m dm+  , deja el volumen de 
control con propiedades uniformes P dP+  , etc. 
A fin de simplificar el problema, se supone que el fluido de ambas corrientes es perfecto 
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10.6.1 Ecuaciones básicas 
Para estudiar el problema de simple adición de masa, se parte de las hipótesis siguientes: 
− Flujo estacionario unidimensional en un conducto de área de sección transversal 
constante 
− Flujo de un gas calóricamente perfecto, adiabático, sin fricción 
− Idéntica composición de los gases inyectados y de la corriente principal con la misma 
entalpía de remanso 
− Relación de velocidades, /ixV Vβ = , constante 
Las ecuaciones por las cuales se rige el fenómeno son las siguientes: 









  (10.41) 




Vhh +=  (10.42) 




0   







 Ecuación de la cantidad de movimiento: 
  ( ) ( ) ( ) ixPA P dP A m dm V dV mV dmV− + = + + − −     (10.44) 
 donde ixV es la componente de la corriente añadida en la dirección de la corriente 
principal. 
Introduciendo el parámetro β, definido como VVix=β , se llega a la ecuación siguiente: 





βρρ  (10.45) 
Dividiendo por 𝑃𝑃 y teniendo en cuenta que γρ 2aP = , se obtiene: 









βγγ  (10.46) 
 
10.6.2 Ecuaciones de las variaciones relativas de los valores de las 
propiedades de estado del gas y de su flujo 
Se sabe que, a partir de la ecuación de estado y de la definición de número de Mach, se 
llega por simples transformaciones a las ecuaciones siguientes: 





































donde el subíndice 0 indica las condiciones de remanso. 























A partir de las ecuaciones 10.41 a 10.47, se deducen por simples transformaciones las 
ecuaciones que definen las variaciones relativas de las propiedades del gas y de su flujo 
como consecuencia de la variación relativa del flujo másico del gas debida a la inyección 
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A la vista de las ecuaciones, se constata que la influencia de la adición de masa en la 
variación del valor de las propiedades termodinámicas del gas y de su estado de 
movimiento depende del parámetro β y del número de Mach de la corriente, subsónico 
o supersónico. En caso de inyección normal, β = 0, muchos de los rasgos de 
comportamiento del proceso de adición de masa son similares a los de los procesos de 
Rayleigh y de Fanno, pero el comportamiento que resulta de la adición de masa resulta 
más complejo cuando la componente de la velocidad en la dirección de la corriente del 
gas inyectado es mayor que la velocidad de la corriente principal, o sea, cuando 1β > . 
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Puesto que el flujo másico no es constante, la representación del proceso de adición de 
masa en sus diferentes aspectos no se puede llevar a cabo por líneas equivalentes a las 
de Fanno y de Rayleigh; sin embargo, el proceso se puede representar mediante un 
diagrama de Mollier como lugar geométrico de los estados de entalpía-entropía por los 
cuales pasa el gas. 
Para la mayoría de los casos que tienen interés en ingeniería, el valor de β es tal que los 
términos en que aparece en las ecuaciones anteriores son siempre positivos. Por 
consiguiente, la influencia de la adición de masa en la variación de las magnitudes de 
estado del fluido depende únicamente de si el flujo es subsónico o supersónico. 
En caso de 0β = , las ecuaciones que gobiernan el proceso de estado del gas después de 
la adición de masa a la corriente principal se obtienen de las anteriores sustituyendo en 
ellas β = 0. De ello, resulta un conjunto de ecuaciones diferenciales exactas, que pueden 
integrarse a partir de un estado de referencia. Por ejemplo, si, como estado de referencia, 
adoptamos el crítico, el flujo másico que corresponde a un flujo cuyo número de Mach 


















































A su vez, la variación de la entropía, de la temperatura estática y de la presión estática 
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Fig. 10.8.  
Evolución de 𝑇𝑇 𝑇𝑇∗⁄  
en función de ⧍𝑠𝑠 𝑐𝑐𝑝𝑝⁄  
en un proceso de 
adición de masa 
simple con β= 03 
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La figura 10.9 muestra una representación adimensional sobre un diagrama de Mollier de 
* */ /h h T T=  en función de / ps c∆  para un gas calóricamente perfecto de γ=1,4 y β=0. 
 
La figura 10.10 ilustra cómo varía M  en función de la variación adimensional de 
entropía para el mismo gas y las mismas condiciones de inyección. 
 
A la vista de ambas figuras, se llega a la conclusión de que, tanto si el flujo es subsónico 
como si es supersónico, la adición de masa con 0β =  modifica el régimen acercándolo 
progresivamente al estado crítico en que el flujo másico es crítico, *m , o sea, máximo. 
Por otra parte, se observa que ninguna de las ecuaciones que traducen las relaciones 
causa-efecto del fenómeno de adición de masa incorpora la longitud del conducto ni la 
fricción, que depende de la longitud. De hecho, se acepta que, para un proceso dado, la 
adición de masa y el estado inicial determinan el estado final. 
El proceso de adición de masa simple con 0β =  se caracteriza también por dos rasgos 
adicionales interesantes, ambos relacionados con las ondas de choque normales. Ya que, 
para un valor dado de la relación de flujos másicos */m m  , existen ambos regímenes de 
flujo (subsónico y supersónico), se cumple: 
Fig. 10.9. 
⋅ ∆ / pMvs s c   · 
en el proceso 
representado en la 
figura 83  
 
Fig. 10.10. 
Relaciones de flujo 
másico para β < 13 




















Pero esta es la ecuación que expresa la relación entre los números de Mach corriente 
arriba y corriente abajo en un proceso de flujo con onda de choque normal; por ello, 
sobre el camino del proceso de la adición de masa simple, con 0β = , las localizaciones 
de los números de Mach subsónico y supersónico con la misma relación de flujos 
másicos */m m   definen un proceso de choque normal. Así, un camino de proceso de 
adición de masa simple que contenga una onda de choque normal puede representarse 
sobre un camino de proceso de adición de masa simple en un diagrama de Mollier. 
Hodge y Lamar1 demuestran que las relaciones de flujo másico para una misma tasa de 
inyección ṁ en un conducto con una onda de choque recto, y en el mismo conducto sin 
ella, son las mismas, lo cual significa que dicha relación en el conducto con onda de 
 choque no depende de dónde se produce; por consiguiente, la localización de la onda de 
choque en un conducto con adición de masa simple no se puede utilizar para obtener una 
condición de flujo específica en la salida, típicamente de presión. 
Caso de adición de masa con 𝜷𝜷 ≠ 𝟎𝟎 
La adición de masa en condiciones de 0β = , que corresponde a un tipo de inyección sin 
aporte de cantidad de movimiento en la dirección de la corriente principal, es un caso 
especial del problema general de adición de masa. En general, es frecuente encontrarse 
con problemas de adición de masa que comportan también inyección de cantidad de 
movimiento a la corriente principal, o sea, con 0β ≠ . 
 
Los coeficientes de influencia que aparecen en las ecuaciones 10.48 a 10.55 evidencian 
la existencia de dos límites críticos, uno para el parámetro β y otro para el número de 
Mach. El primero viene determinado por la condición:  
 ( )1 1 0crβ γ+ − = , que da ( )1 /crβ γ γ= +   (10.60) 
El segundo, por: 
Fig. 10.11. 
 Relaciones de 
presión de remanso 
para β 1≤  
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 ( ) 21 1 0Mγ β+ − = , que da ( )( )1/ 1M γ β= −   (10.61) 
Bajo cualquiera de estos límites, toda adición de masa no afecta el estado del fluido o de 
su movimiento. Entre cada uno de estos valores limitantes, el proceso de adición de masa 
simple presenta unas características diferentes. A continuación, se resumen estas 
características para varios valores de β. 
Para β 1< , la adición de masa aumenta la entropía, el flujo másico máximo ocurre en el 
punto sónico 1M =  y, cuanto más pequeño es el valor de β, tanto mayor es el cambio 




− La condición β = 1 corresponde a un proceso isoentrópico de adición de masa, 
mientras que los valores de β 1>  dan como resultado una disminución de la 
entropía. El valor de crβ  separa dos regiones distintas de adición de masa en que 
existen singularidades para el valor crítico de M.  
− La figura 10.12 es un diagrama de Mollier, */T T  vs. ( )* / ps s c− , de un proceso en 
que crβ β<  , y la figura 10.13 muestra el mismo diagrama, pero con la condición 
crβ β> . En ambos, las flechas indican la dirección de recorrido del camino del 
proceso para un incremento del flujo másico. Para  crβ β< , la singularidad ocurre 
cuando el número de Mach en régimen supersónico alcanza el valor crítico. 
Fig. 10.12. 
Diagrama de Mollier 
para crβ β< 1   
  
Fig. 10.13. 
Diagrama de Mollier 
para crβ β>  
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− Para valores del número de Mach superiores al crítico, la adición de masa va asociada 
a una disminución de entropía. 
− La adición de masa al flujo cuyo número de Mach se encuentra en el intervalo 
( )1 1/ 1M γ β< < −  causa disminución del número de Mach, que tiende al punto 
sónico.  
− Para  crβ β> la singularidad ocurre también cuando el número de Mach del flujo 
alcanza el valor crítico, pero la adición de masa al flujo en régimen subsónico produce 
un incremento del número de Mach y una disminución de entropía.  
− En el caso de flujo supersónico, la adición de masa está asociada a una disminución 
de la entropía. La adición de masa al flujo cuyo número de Mach se encuentra en el 
rango subsónico ( )1/ 1 1Mγ β − < <  causa una disminución del número de Mach, 
que se aleja del punto sónico. 
(Ver [ZH76]) 
10.7 Aplicación del proceso de flujo con adición de masa: propulsión 
de cohetes por combustibles sólidos 
La figura 10.14 es el esquema de un motor de cohete equipado con una cámara de 
combustión interna de un grano propulsor sólido (los agentes propulsores sólidos se 
utilizan en formas denominadas granos). Hay dos tipos básicos de propulsores sólidos: 
1. Homogéneos o de base doble, en que el combustible y el oxidante están 
contenidos dentro de la misma molécula, que se descompone durante la 
combustión. Ejemplos típicos son la nitroglicerina y la nitrocelulosa. 
2. Agentes propulsores compuestos, mezclas heterogéneas de cristales oxidantes en 
un aglomerante combustible, como el plástico orgánico, típicamente el caucho 
sintético. 
En ocasiones, se añade al propulsor polvos metálicos (por ejemplo, de aluminio), a fin 
de incrementar la energía del proceso de combustión, así como la densidad del 
combustible, como es el caso del propulsor de refuerzo de la “lanzadera espacial”, que 
utiliza aluminio como combustible primario. 
  
Fig. 10.14.  
Esquema de un motor 
de cohete que utiliza 
un agente propulsor 
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En la figura 10.14, 𝐴𝐴 es el área de la sección transversal de la perforación o núcleo hueco 
del grano, entendiendo por grano toda partícula elemental de agente propulsor, 
independientemente de su tamaño y forma.  
Esta área va aumentando a medida que progresa la combustión del grano, que se realiza 
en dirección normal al mismo (v. figura 10.15). 
 
 
Las propiedades de estado del gas de combustión y las de su movimiento en el núcleo 
hueco del grano son las siguientes: 
− Superficie O: 0 0 0 0, 0 00,  0,  ,  ,  llamam V M P T Tρ= = = =  
− Sección e: 0 0, , , , , e e e e e em V M P Tρ  
Sea un tramo elemental 𝑑𝑑𝑑𝑑 de grano en combustión. La velocidad a la cual se generan 
los gases de combustión, generalmente muy pequeña (entre 0,001 y 0,5 m/s), se expresa 
en términos de la velocidad de regresión de la superficie del grano, tal como se muestra 
en la figura 10.15.  
El flujo másico total de gas de combustión es: g p cm A rρ=    
donde pρ  es la densidad del agente propulsor sólido, cA  es el área de la superficie en la 
que se produce la combustión y r  es la velocidad de regresión de dicha superficie. 
La física de la transición de fase y de combustión que subyace en la velocidad de 
regresión de la superficie es extremamente compleja. En general, r  depende de la 
temperatura inicial del agente propulsante, de la presión en la cámara y, en menor medida, 
de la velocidad de los gases de combustión en el conducto configurado por el núcleo hueco 
del grano cuyo diámetro va aumentando a medida que la combustión progresa. En general, 








  (10.62)  
donde 02P  es la presión de remanso en la cámara de combustión, K es una constante 
empírica particular para cada agente propulsor, lT  es una temperatura de detonación 
empírica, pT  es la temperatura del agente propulsante y n  es un exponente empírico, 
aproximadamente independiente de la temperatura. En general, 0, 4 0,7 n< < y l pT T . 
10.7.1 Flujo de gases y presión de remanso en la cámara de combustión 
Sean gm  la masa de gas en la cámara de combustión en un momento dado, gρ  la 















ρ ρ= = +  (10.63) 
El cambio de volumen de la cámara a medida que el agente propulsor sólido se convierte 
en gas es c
dV rA
dt
=  ,, y la variación de la densidad del gas en la cámara de combustión 
viene determinada por la ley del gas ideal 02 02gP RTρ= , admitiendo que una buena 
aproximación de la temperatura de remanso en la cámara tiende a ser independiente de 






=   (10.64) 

















−+ =  
 
   (10.65) 
A su vez, el flujo másico generado en la superficie del agente propulsor se divide entre 
el flujo másico en la tobera y la acumulación temporal de masa en el volumen de la 





= +   (10.66) 
Sustituyendo los diferentes términos de la ecuación 10.66 por sus correspondientes 
expresiones 10.65 y 10.63, se obtiene:  















−+ +  
 
 (10.67) 
Despejando r  y sustituyéndolo por su expresión 10.62, la ecuación 10.67, una vez 
ordenados convenientemente los términos, se escribe: 
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− −+ + − =  − 
 (10.68) 
Después de un transitorio de arranque durante el cual 02P  cambia rápidamente en el 
transcurso del tiempo, la presión alcanza un valor cuasiestacionario, por lo cual la 
derivada temporal en la ecuación 10.68 puede ser considerada pequeña, comparada con 
los otros términos. Así, despreciando el término temporal, se obtiene la siguiente 
aproximación del valor de la presión de remanso del gas en la cámara: 
 
( )



















 −+    =       −   
 
 (10.69) 
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Esta expresión de la presión de remanso del gas en la cámara de combustión puede 
utilizarse siempre que cA  varíe lentamente a lo largo del tiempo. Obsérvese que la 
presión en la cámara tiende a aumentar a medida que incrementa el área de la superficie 
en que se produce la combustión y, además, depende de la cinética de reacción química 
del agente propulsor, que determina el valor de 02T . 
Un análisis dinámico del problema conduce a una ecuación diferencial ordinaria de 




 ( )02 02
1 0nP Pβ
τ
 + − = 
 
 (10.70) 





















Y la constante en el término no lineal es: 






 −   =   −   
 (10.72) 






− + = 
 
 (10.73) 











 =  (10.74) 
Si 1n < , una pequeña desviación de presión será restaurada al valor de equilibrio; pero, 
si 1n > , el flujo de gas generado supera el flujo másico de escape por la tobera y la 
presión en la cámara aumentará exponencialmente, hasta llegar a producir la explosión 
del cohete. 
 
10.8 Dinámica de flujos reactivos  
El análisis del flujo de mezclas de gases reactivos se realiza generalmente considerando 
los gases medios continuos, pues el tiempo tλ  entre las colisiones sucesivas de una 
molécula y el recorrido medio λ entre las colisiones son, en la práctica, pequeños frente 
al tiempo mt  y la longitud característica L  del movimiento macroscópico. 
Para caracterizar el estado de equilibrio termodinámico local de una mezcla de gases 
reactiva, se necesita conocer: 
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− La densidad ρ de la mezcla 
− La energía interna específica u , y 
− Las fracciones másicas /i iY ρ ρ=  de 1n −  de las n  especies moleculares que 
componen la mezcla 
Se ha de tener presente que tanto la velocidad local del gas (o velocidad media de todas 
las especies) V

como ρ, , iu Y  son funciones continuas de posición x  y tiempo t , pues 
en el flujo no hay equilibrio térmico global. 
Resumiendo, el flujo de la mezcla de gases reactiva es un problema de flujo compresible 
no estacionario en que ocurren fenómenos de difusión de masa, con velocidades de 
difusión di iV V V= −
 

 , de flujo de calor q , de disipación viscosa ´íjτ  y de producción de 
masa de la especie i  por unidad de volumen y tiempo iW . La resolución del problema 
requiere que se satisfagan las ecuaciones de conservación de la masa de cada especie i , 
de conservación de la energía, de estado y cinética química, teniendo en cuenta las leyes 
constitutivas de transporte y las condiciones iníciales y de contorno. 
 
10.8.1 Ecuaciones de conservación 
(i) Principio de conservación de la masa de cada especie 𝑖𝑖: 








(ii) Ecuación de continuidad:  
 ( )Vt




pues, para las 𝑛𝑛 ecuaciones de conservación de especies de la mezcla, se cumple: 
 
1 1 1
1 , 0 , 0
n n n




= = =∑ ∑ ∑

 
(iii) Ecuación de la cantidad de movimiento:  


















v vu u V PV V q f V
t
ρ ρ τ ρ
      ∂    ′+ = ∇ − + − + − +      ∂          
   
 (10.78) 
(v) Leyes constitutivas del transporte: 
Ley de Newton-Poisson 
 ( ) ( )´ 2 3j i j j i v k k ijV V Vτ µ µ µ δ′ = ∇ +∇ + − ∇  (10.79) 
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Ley de Fick  
 i i di i iJ YV D Yρ ρ= = − ∇


  (10.80) 
Ley de Fourier generalizada  





k T J h
=
= − ∇ +∑

 (10.81) 
(vi) Ecuaciones de estado y cinética química: 
Ecuación térmica de estado 









= ∑ . 







u P h Y hρ
=
+ = =∑  (10.83) 
(vii) Velocidades de reacción química: 
 ( ), , i i iW W P T Y=  (10.84) 
Las ecuaciones 10.46, proporcionadas por la cinética química, dan las masas de las 
especies 𝑖𝑖 producidas por unidad de volumen y tiempo por la reacción química. Las 
reacciones químicas son consecuencia de colisiones inelásticas que eliminan 
moléculas reactivas y dan lugar a otras especies reactivas y productos. Por ejemplo, 
si se consumen ´ , jαν  moléculas de la especie α para dar lugar a 
´´
, jβν  moléculas de 
la especie β en una reacción elemental de las r  posibles entre n  especies, la 
velocidad de producción másica de la especie β puede escribirse en la forma: 





W Mβ β β βν ν ω
=
= −∑  (10.85) 
donde ´´, jβν , 
´
, jβν  son coeficientes de estequiometria molar y jω  es la velocidad de 
reacción molar j. 
Para las reacciones elementales, la velocidad de reacción se define por la expresión: 







j f j h jk Y M k Y M
β βν ν




= −∏ ∏  (10.86) 
En la expresión 10.86, , , y f j h jk k , constantes de las reacciones directa e inversa, 
son funciones solo de la temperatura y pueden escribirse como producto de un 
factor preexponencial constante y un factor de Arrhenius ( )/exp E RT− , 
determinado por la energía E  de activación de la reacción. 
A título de ejemplo, sea una reacción global de tipo Arrhenius de la forma: 
2F sO+ → Prod q+  
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que representa la combinación reactiva de una masa s  de oxígeno consumida por 
una masa unidad de combustible para producir una masa ( )1 s+  de productos de 
combustión y generar una energía térmica q . Si FY  e OY  son las fracciones 
másicas de combustible y de oxígeno, la ley global de Arrhenius aporta una 
aproximación a los valores de las masas producidas por la reacción química: 
 ( )/ /n mO F F OW s W BY Y exp E RTρ= = − −  (10.87) 
donde B  es el factor de frecuencia de la reacción, 0n >  y 0m >  son los órdenes 
de reacción global y E es la energía de activación.  
(viii) Condiciones iniciales y de contorno 
Las ecuaciones 10.37-10.46 constituyen un sistema de ecuaciones de tipo 
parabólico que permite describir, para 0t > , la evolución del estado del fluido 
representado por las 1n +  variables termodinámicas independientes , , iP T Y  y la 
velocidad ( ), ,V x t

  si especificamos en 0t =  el estado inicial del fluido y se 
conocen las condiciones de contorno. 
Como se ha podido advertir, este tipo de problemas son de gran complejidad. No 
obstante, en algunos casos cabe admitir ciertas simplificaciones que permiten llegar 
a una ecuación de la energía útil para su aplicación en ingeniería.7 El caso más 
notorio es aquel que utiliza una reacción global del tipo Arrhenius y la cinética 
definida por la ecuación 10.87. Suponiendo constante la masa molecular y un calor 
específico pc  solo dependiente de  T , el movimiento del fluido reactante queda 
descrito especificando los valores de , ,  V P T

y de las fracciones másicas FY  e 0Y , 
pues, al ser el número de Mach pequeño, la energía cinética es despreciable frente 
a la térmica, los esfuerzos viscosos y el trabajo de las fuerzas másicas son 
despreciables y las variaciones espaciales de presión son muy pequeñas. En estas 
condiciones, la ecuación de la energía que resulta de la combinación de las 
ecuaciones 10.40, 10.42, 10.43 y 10.45 se escribe: 





+∇ ( ) Fk T qW∇ −  (10.88) 
En la ecuación 10.88, q  es el calor de reacción por unidad de masa dado por la 
ecuación: 
( )1F O pq h sh s h= + − +  
Los subíndices , , F O p , que distinguen los tipos de entalpía, indican combustible, 
oxígeno y productos de combustión; en particular, ph  es la entalpía específica de 
formación de los productos de combustión. 
  




Ejercicio 1  
Por un tubo recto de fricción despreciable, fluye nitrógeno procedente de un depósito de 
grandes dimensiones por intermedio de una tobera convergente. El estado del gas en la 
conexión de la tobera al depósito es 51 16·10 Pa, 500 KP T= =  
A la salida de la tobera convergente, o sea, al principio del tubo, el número de Mach es 
2 0,5M =  y, en la descarga libre, el flujo está bloqueado, 3 1M = . 
Determina 3,   y /P q m A . 
Resolución: 
A la salida de la tobera convergente, el estado del gas viene definido por una expansión 










γ γγ −− = + 
 








= +  












A su vez, el estado del gas en la misma sección, pero referido al estado crítico en flujo 









































+ − = + 
 +
 




1 ,778; 1,114; 0,6914
P TP
P P T
= = =  




























, con 1 2M M< → 1 00P P≅  





1· · · ·
1,788
P PP PP P
P P PP
= = ·0,843·6· 5 510 2,845·10  Pa=  
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=   − + 
. 
Sustituyendo valores, *2 00,5; 83.144,4 / 28 296,94;  723 KM R T= = = = , resulta: 
5 12,32·10  J·kgq −=  
Para determinar el valor de /m A , se utiliza la ecuación 
½m PM
A RT
γ =  
 

 aplicada en 









γ   
= =   
  








Por un conducto de 0,1 m de diámetro, fluye aire en régimen adiabático. Determina la 
longitud de conducto requerida para elevar el número de Mach de 0,5 a 0,9 si el valor 
medio del coeficiente de fricción es 0,02. 
 
Resolución: 
La longitud de conducto se determina calculando la longitud máxima para alcanzar el 
bloqueo del tubo en las dos condiciones del número de Mach inicial y restándolas. 
















= +  − +
 
 
Sustituyendo valores, se obtiene: 
para ( )
2
2,4 .0,250,1 1 0,25 2,4 20,5 0,5 5,345 m 





= → = + =  
  +    
 
Aplicando la misma ecuación para ( )0,9 0,9 0,0145 mmaxM L= → =  
Por consiguiente, ( )0,5 0,9 5,345 0,0145 5,33 mL → = − =  
(Ver [Vi93]) 
 




El motor de cohete cuyo esquema se muestra en el texto opera con un combustible sólido 
de densidad 𝜌𝜌 32.500kg / m= , constituido como un cartucho de 0,3 m de longitud y 
0,025 m de diámetro del orificio. La garganta de la tobera de eyección de gases de 
combustión tiene un área de 3·10-4 m2. 
Sabiendo que la combustión se produce a una velocidad de 10,025 m·sr −=  y que los 
gases de combustión ( )1,2, 320 J / kg·KRγ = =  tienen la temperatura de llama 
3.000 KT = , calcula: 
1. La tasa de consumo de combustible, 
˙
cm ; 
2. El número de Mach de la corriente de gases eyectados, Me, y la presión de remansoPe0,; 
3. La presión de remanso en el extremo del cartucho, 0P ; 
4. La densidad de los gases en dicho extremo, 0ρ ; 
5. El flujo específico máximo, *G , y 
6. La caída de presión estática entre extremos del cartucho. 
 
Resolución: 
1. La velocidad con que se consume el combustible viene dada por 
˙
c c cm G A r DLρπ= =   
 Sustituyendo valores, resulta 
˙
10,025·2.500·3,14·0,025·0,30 1,473 kg·scm
−= =  
2. El número de Mach y la presión de remanso, 0eP , se determinan a partir de la relación 
de áreas */cA A  y la tabla de magnitudes del flujo con adición de masa en dirección 
normal a la corriente, de la cual se incluye la parte que interesa al problema. 
Suponiendo flujo isoentrópico, la relación de áreas se define en función el número de 
Mach por la ecuación: 
( ) ( )1 /2 12
2
*











 − = = +  +   




En las tablas de flujo isoentrópico para la relación de áreas 1,6363, se obtiene 
0,3938eM = . 




















Γ = = + 
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Sustituyendo valores, se obtiene: 50 4




= =  
3. La presión de remanso en el extremo del cartucho se obtiene de la tabla de magnitudes 
de flujo con adición de masa para 1, 2γ = , de la cual se muestra una parte. 
A partir de la tabla para 0,3938,eM =  se obtiene 
*
0 / 1,1483eP P = , después de 
interpolación, y para *0 00  / 1, 2418M P P= → = . Resulta: 
* * 5 5
0 / 74,16·10 /1,1483 64,58·10 PaeP P P= = =  
Por tanto: 5 50 1,2418·64,58·10 80,198·10  PaP = =  
4. La densidad es: 5 30 0 0/ 80,198·10 / 320·3.000 8,354 kg / mP RTρ = = =  
5.  El flujo másico específico máximo se obtiene también a partir de la tabla.  
 
 Para *0,3938 / 0,7017e eM G G= → = ;  por consiguiente, 
˙














= =  
6. La caída de presión estática se calcula determinando previamente la presión estática 
eP  de los gases en el extremo del cartucho antes de la tobera a partir de las tablas de 
flujo isoentrópico. 
Así, para 0,3938eM = , se obtiene:  
5
0/ 0,9118   0,9118·74,16·10 67,618 Pae e eP P P= → = =  
La caída de presión estática es: 
( ) 5 50 67,618 80,198 ·10 12,58·10  PaeP P P∆ = − = − = −  
(Ver [ZH76]) 




Calcula las constantes de velocidad de reacción directa e inversa hacia fk  y bk , 






H M H M+ →← +  




















de donde resulta:  2,2 ,P H P Hk k=  
 
Resolución: 
La ecuación de Arrhenius se escribe ( )/k BT exp E RTα= − , donde las constantes para 
la reacción inversa son 187,50·10B = , α 1  / 0y E R= − = . 
Sustituyendo estos valores en la ecuación de Arrhenius, resulta 18 17,50·10 .bk T
−=  
6 2cm / mol ·s.  
Por otra parte, se sabe que las velocidades de reacción directa e inversa no son 
independientes, sino que están acopladas a través de la constante de equilibrio ,P jk , de 










= , ( )1, .,j m= …  
A partir de esta ecuación, se obtiene: ( ) ,2,2 ˆ ˆ
v b P H
f b P H
k k
k k k RT
RT
−∆
= = . 
A ( ) 118 15 6 25.000 K  7,50·10 · 5.000 1,5·10 cm / mol ·sbT k
−= → = =   
Por otra parte, para la reacción considerada, la tabla de valores de las constantes de 
velocidad de reacción da , 6, 40P Hk = ; por consiguiente, 
2
,2 , 40,96 atmP H P Hk k= =  
Finalmente, 15 5 3 11 31,5·10 40,96·1,013·10 / 8,413·5.000·100 1,497·10 cm / mol·sfk = =  
(Ver [ZH76]) 










Chorros turbulentos circulares, 





11.1 Introducción  
En este capítulo, se exponen los conocimientos básicos de la mecánica de chorros 
turbulentos, con y sin efectos de remolino, los cuales, aunque han sido fenómenos muy 
estudiados en los últimos cincuenta años, han recibido particular atención en las últimas 
décadas por su capacidad de arrastre del fluido que les rodea, por su eficaz mecanismo 
de mezcla y por la intensidad del intercambio de energía y calor con los medios líquidos 
o sólidos con que impacta.  
Los conocimientos que se proporcionan en este capítulo afectan numerosos procesos de 
sumo interés en tecnología; por ejemplo, los quemadores de gas y de combustibles 
líquidos atomizados o sólidos pulverizados, la dispersión de contaminantes en la 
atmósfera, la transferencia de calor a superficies sólidas por interacción con ellas, la 
ventilación por desplazamiento del fluido ambiente, las cortinas de aire, etc. 
En este capítulo, definimos un chorro como el movimiento de un gas (en general, aire) 
cuya fuente primaria de energía cinética y flujo específico de cantidad de movimiento es 
una caída de presión a través de un orificio. Sin embargo, si el movimiento se debe a 
gradientes de fuerzas másicas (diferencias de densidad debidas a diferencias de 
temperaturas o de composición entre los fluidos del chorro y del ambiente del entorno), 
el fenómeno de flujo recibe el nombre de penacho. Los flujos cuyo movimiento es una 
transición de un chorro a un penacho se denominan penachos forzados o chorros con 
efectos de empuje ascensional (flotación). 
Evidentemente, en este capítulo se incluyen solo aquellos conocimientos sobre chorros 
y penachos que se supone que están razonablemente bien contrastados y, en particular, 
aquellos resultados que pueden utilizarse para diseñar y proyectar procesos en ingeniería, 
puesto que, cuando los fundamentos físicos de los chorros y penachos todavía no se 
comprenden del todo, la simulación numérica de dichos fenómenos no sustituye la falta 
de conocimientos que impide su aplicación correcta en la práctica. 
Si bien todos los chorros son corrientes de fluido emergentes de una “tobera”, es evidente 
que su naturaleza, su configuración y su evolución varían según cuáles sean la naturaleza 
del fluido (líquido o gas), el régimen de flujo (laminar o turbulento, subsónico o 
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supersónico, con o sin torbellino), las características de la tobera (plana, circular, anular), 
la naturaleza y el estado termodinámico del fluido ambiente en que descarga (líquido, 
gas, isotermo, no isotermo, reactivo, inerte, en reposo o en movimiento, etc.) y la 
dirección de inyección en una corriente externa envolvente (co-corriente, 
contracorriente, normal o inclinada). 
Los primeros apartados de este capítulo describen el caso de un chorro bidimensional 
(circular y plano) de un gas homogéneo e isotermo, descargando en un medio ambiente 
en reposo, que, aun siendo el más simple, sirve de referencia y fundamento de los otros 
tipos de chorro en que influyen factores perturbadores que modifican su configuración y 
propiedades.  
11.2 Chorros turbulentos circulares y planos 
Dos son, básicamente, las configuraciones de los chorros turbulentos: los chorros de 
sección transversal circular y los chorros planos. En ambos tipos, conviene distinguir, 
para el análisis del flujo, la región próxima al orificio de descarga del fluido de la del 
resto del chorro, donde se produce el arrastre del fluido ambiente. La figura 11.1 muestra, 
en escala distorsionada, la sección longitudinal de la configuración-estructura ideal de 
un chorro turbulento de sección recta circular. 
 
 
Esta configuración-estructura ideal fue concebida considerando que, teóricamente, el 
chorro circular es análogo a un manantial puntual cuyo origen se encuentra en el interior 
de un tubo cilíndrico de diámetro 0D  a una distancia desde el orificio tal que el ángulo 
de la generatriz del cono formado es de 15º. 
El tramo inicial del chorro se define como la primera parte desde el orificio de salida, 
donde la velocidad del fluido en el eje del chorro permanece constante e igual a la 
velocidad de descarga. El tramo principal lo constituye la parte restante del chorro, donde 
la velocidad del fluido en el eje disminuye gradualmente, y la curva representativa de la 
distribución radial de la velocidad se aplana. Entre ambos tramos existe una zona de 
transición, no representada en la figura. Además, se muestra una región, denominada 
capa límite, cuya frontera interna se encuentra a una distancia del eje del chorro donde 
la velocidad del fluido es igual a la velocidad inicial, desde la cual se extiende hasta el 
Fig. 11.1.  
Sección longitudinal 
ideal de un chorro 
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exterior, donde la velocidad es cero en un chorro sumergido, o tiene la velocidad del 
fluido del medio ambiente del entorno si no está en reposo. No obstante, conviene prestar 
atención a este concepto pues, en algunos casos, la definición es distinta; por ejemplo, 
en ciertas teorías del chorro sumergido, se supone que la capa límite es de espesor infinito 
y tiene perfiles asintóticos de velocidad, temperatura y otras magnitudes. 
 
 
De hecho, como se explica más adelante, la configuración real del chorro turbulento 
circular difiere en varios aspectos de la representada en la figura 11.1. 
La idea básica subyacente en el estudio de los flujos turbulentos es que son el resultado de 
superponer, a una estructura organizada, un movimiento caótico y aleatorio. Por ejemplo, 
en la imagen fotográfica adjunta (v. figura 11.2) del flujo en un chorro turbulento circular 
cuyo número de Reynolds en el orificio de salida es aproximadamente de 105, se observa 
una estructura de múltiples vórtices anulares. En los chorros planos, aparecen 
secuencialmente vórtices cilíndricos en sus lados opuestos. Estos vórtices encuentran su 
génesis en las capas de cortadura producidas en el orificio de descarga del chorro. 
Wehrmann y Willis2 observaron la existencia de vórtices anulares y helicoidales, y 
determinaron que la frecuencia de producción de vórtices anulares era proporcional a la 
velocidad del fluido en el orificio de salida. Por su parte, Grant3 demostró que la 
distribución de velocidad en el orificio desempeñaba un papel esencial en la 
determinación del valor del número de Reynolds en que un chorro laminar deviene 
turbulento. 
El movimiento rotacional de los vórtices induce un campo de movimiento en el fluido 
ambiente que rodea el chorro y provoca su transporte. Investigaciones realizadas en los 
años setenta del siglo pasado evidencian que esta estructura de vórtices es arrastrada 
corriente abajo y forma la base del fenómeno conocido como estructura de gran escala. 
A medida que los vórtices aumentan de tamaño, el campo de velocidad producido por 
cada vórtice influye en los vórtices próximos de tal manera que, al final, dos vórtices 
próximos se aparean, como se muestra en la figura 11.3. Se trata de una fotografía del 
flujo de un chorro turbulento axisimétrico, debida a Becker y Massaro,4 que muestra de 
forma irrefutable la naturaleza “engullidora” del arrastre de fluido ambiente. 
Fig. 11.2.  
Visualización del flujo 
de un chorro turbulento 
que muestra la 
estructura de vórtices 
anulares.  
Re = 10,5·104 
[Rod82] 
 




Por otra parte, durante algún tiempo se sospechó que existían modos de oscilación en los 
chorros bidimensionales. A principios de los años ochenta, Gortari y Goldschmidt5 
mostraron claramente la existencia de un modo de “aleteo” con un número de Strouhal 
localmente invariante 1/2 / 0,11mfy U = , donde 1/2y  es la distancia a la línea central desde 
un punto del chorro plano en que la velocidad del fluido es la mitad de la velocidad en 
su línea central, y mU  es la velocidad máxima, o sea, la velocidad en el punto 
correspondiente de la línea central. 
Está claro que el arrastre de fluido ambiente por chorros turbulentos en la región que se 
extiende hasta seis veces el diámetro del chorro desde el orificio está totalmente 
dominado por un movimiento de vórtice de gran escala. Corriente abajo, la estructura del 
flujo de un chorro de simetría axial parece ser producto de varios mecanismos: la 
producción, el aumento de tamaño y el apareamiento de los vórtices anulares, la 
inestabilidad circunferencial de estos vórtices y el crecimiento y la producción de 
vórtices helicoidales en la dirección de la corriente. La interacción y eventual auto-
destrucción de estas estructuras de gran escala son el mecanismo que genera el siguiente 
movimiento de remolino turbulento. 
11.2.1 Estructura del chorro  
Desde el punto de vista de la mecánica de fluidos, la estructura del flujo en un chorro 
isotermo y homogéneo viene determinada por el conocimiento de la distribución de 
velocidades, su evolución en el sentido de la corriente, los flujos medios de cantidad de 
movimiento, la distribución de fluctuaciones de la velocidad del fluido, la distribución 
de las tensiones de cortadura turbulentas y la intensidad de la turbulencia a través del 
chorro en el sentido de la corriente. En caso de un flujo de chorro heterogéneo y no 
isotermo, su caracterización completa comporta conocer, además, la distribución de 
temperatura y la distribución de concentración de componentes en el chorro.  
Algunas dificultades importantes en el análisis del flujo de chorro han sido la falta de 
una instrumentación de medición fiable de la verdadera velocidad con capacidad para 
discriminar entre velocidades positivas y negativas, por una parte, y la medición 
simultánea de la velocidad y la temperatura, o bien de la concentración de especies, por 
otra. La disponibilidad actual de la técnica láser Doppler de medición de la velocidad y 
Fig. 11.3. 
Apareamiento de 
vórtices en un chorro 
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la de visualización-medición “VIP” (particle image velocimetry) permiten analizar mejor 
y con más fiabilidad los flujos de chorro, particularmente los bidimensionales. Sin 
embargo, quedan todavía por resolver algunos problemas, como pueden ser, por ejemplo, 
los derivados de la existencia de velocidades negativas, la fiabilidad de las funciones de 
densidad de probabilidad para la velocidad axial, la exactitud de la medición de la 
fluctuación de la temperatura y/o de la concentración de especies en el chorro. Además, 
el conocimiento de la evolución del flujo desde la región próxima al orificio de descarga 
hasta la de corriente abajo, donde se supone que el chorro turbulento alcanza un estado 
de autoconservación en el sentido de que se ha establecido el equilibrio de tensiones 
turbulentas, es impreciso e insuficiente. Con la salvedad de las mediciones realizadas, en 
particular, por Antonia y otros,6 la distribución de tensiones de cortadura y de intensidad 
de turbulencia a través del chorro en el sentido de la corriente es claramente 
autosemejante en flujos de simetría axial para valores / 40x D >  cuando se les escala 
mediante el valor de la velocidad axial media máxima. La figura 11.4 muestra la 
distribución de tensiones de cortadura turbulentas 2´ ´ / mu v U  en chorros. 
 
Características de los chorros de sección recta circular 
La distribución de velocidad axial media (temporal) es también completamente auto-
semejante y puede describirse por una función del tipo:  
 ( )2/m uu U exp r b = −   (11.1) 
expresión en que r es el radio del chorro, posición en la cual la velocidad instantánea del 
fluido es u u u= ± ′ , y ub  es la distancia radial a la línea de corriente donde dicha velocidad 
media axial es el 37 % de la velocidad media en el eje, o sea, m0,37 U .  Frecuentemente, 
el perfil de la distribución de velocidad se describe en términos de 1
2




cortadura  turbulentas 
[Rod82] 
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distancia radial donde la velocidad media axial es el 50 % de la velocidad axial media en 
el eje del chorro, o sea, / 0,5mu U = , de modo que, en este caso, se tiene: 
 12
1, 201ub r=  
La aplicación de la ecuación 11.1 para identificar la estructura del campo de movimiento 
en un chorro de sección recta circular requiere conocer mU  y ub  en función de la 
distancia  x a lo largo del eje desde el orificio. Dicho conocimiento se alcanza planteando 
la ecuación del flujo específico de cantidad de movimiento axial promediado en el 
tiempo, y transformándola aplicando la aproximación de capa de cortadura debida a 
Towsend,7 que relaciona la presión a las fluctuaciones de velocidad radial. 
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∫  (11.2) 
La ecuación transformada se escribe: 
 









+ − + = 
  
∫ ∫  (11.3) 
Habida cuenta de que, en el chorro completamente desarrollado, o sea, en / 40x D > , las 
distribuciones radiales de variancia de velocidad son autosemejantes, con una escala de 
longitud lateral ub  y una escala de velocidad mU , la integración de la ecuación 11.2 da: 
 ( )2 2 1
2 u m u p
b U Mπ δ δ+ − =  (11.4) 
donde uδ  y pδ  son las contribuciones al flujo de cantidad de movimiento en el sentido de 
la corriente por la turbulencia y la presión, respectivamente, cuyos valores son 0,15 y 0,10. 
Ahora bien, la única escala de longitud posible del flujo, en ausencia de fuerzas viscosas, 
es la distancia desde el orificio de eyección del chorro; por consiguiente, se puede 
escribir: 
 1 2ub xα α= +  (11.5) 
La tabla 11.1 da los valores de 1α  propuestos por varios investigadores en el supuesto 
de que el valor de 2α  sea despreciable. 
Denotando 0U  la velocidad media (temporal) del fluido en el orificio de salida, el flujo 
específico de cantidad de movimiento del chorro es 20AU M= ; por tanto, la relación 
entre los valores de las velocidades medias temporales en el eje del chorro a la distancia 
x  del orificio y en él se escribe: 
 
( ) ( )
1
2






U xπ α α αδ δ
 
 =
  ++ − 
 (11.6) 








U x α α
=
+
  (11.7) 
El valor del coeficiente k depende de la contribución relativa de las fluctuaciones 
turbulentas de la velocidad y de la presión al flujo específico de cantidad de 
movimiento. 
En la figura 11.5, se representa una colección de valores de la relación de velocidades 
0/mU U  en función de la distancia adimensional /x A  desde el orificio. El valor del 
coeficiente de ajuste funcional es 7,0. 
En cuanto al caudal local de arrastre µ, se ha sugerido que es proporcional a la velocidad 
del fluido en el eje del chorro, multiplicada por la escala de longitud característica local 
ub . Considerada constante, su valor se expresa en términos del flujo específico de 
cantidad de movimiento M  y de la distancia x  al orificio, o sea: 
 8µ M xα π=   (11.8) 
La figura 11.6 muestra su valor adimensional, escalado con el caudal del chorro eyectado 
V , en función de la distancia adimensional al orificio / Qx l , donde /Ql V M=  . 
 
Tabla 11.1. 
Parámetros de ancho 








Chorros no homogéneos 
Otra de las características importantes de los chorros turbulentos es la distribución de 
concentración de especies (por especie, se entiende sea la naturaleza material en un 
chorro no homogéneo, sea la temperatura en un chorro no isotermo). Son muchos los 
datos disponibles, aportados por un gran número de investigadores. Chen y Rodi,9 entre 
otros, han realizado un resumen de ellos. 
A partir de los resultados experimentales, resulta evidente que los perfiles de 
concentración media θ  son autosemejantes. Un buen ajuste funcional de ellos aporta la 
ecuación: 
 ( )2/mexp r bθθ θ  = −    (11.9) 
donde bθ  es una función lineal de x, análoga a la de la velocidad. El valor medio de 
/b xθ  es de 0,126 (v. tabla 11.1). 
En cuanto a la concentración media máxima temporal  mθ a lo largo del eje, la mayoría 
de investigadores suponen que es una función del flujo másico total del trazador Y , de 
la distancia x  a partir del orificio y del flujo específico de cantidad de movimiento 
invariante .M  S expresa por la ecuación: 
 ( ) 1aY x Mθ −=  (11.10) 
donde a  es una constante cuyo valor es, según Chen y Rodi,9 de 5,64. Otros 
investigadores dan el valor de 5,8 en la región 30D  corriente abajo a partir del orificio, 
si bien investigaciones recientes han concluido que la región autosemejante no se 
desarrolla realmente hasta 30-40 diámetros de orificio corriente abajo y que la tasa de 
crecimiento de chorro más allá de esta posición es constante, con un valor mayor que el 
de la región / 40x D < . 
Fig. 11.5. 
Velocidad media 
adimensional a lo largo 
del eje de un chorro 
turbulento en función de 
la distancia 





Chorros turbulentos circulares, planos y de pared 
341 
 
La figura 11.6 muestra la relación de concentraciones 0 / mθ θ  en función de la distancia 
adimensional al orificio, / ,x D  en un chorro turbulento. 
 
Conviene comentar que, si bien la intensidad relativa de las fluctuaciones turbulentas de 
concentración en el eje del chorro es muy similar a las de las fluctuaciones de velocidad, 
se ha comprobado que el valor máximo de ´2 2/
m
θ θ  
 
 en / 0,1 r x ≈ es distinto, 
mayor al valor correspondiente de ´2 2/u u  
 
 , lo cual parece que se debe a la 
diferencia entre las ecuaciones que describen la conservación de las variancias de energía 
cinética turbulenta y la de concentración (v. figura 11.7). 
 
Fig. 11.6. 
Caudal relativo en un 
chorro turbulento en 






Distribución de valores 
rms de velocidad y de 
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Chorros no isotermos 
En ingeniería, es frecuente encontrar procesos en que la temperatura de un chorro 
sumergido (se entiende por tal el chorro que se expande en un fluido en reposo) difiere 
de la del fluido que lo rodea. La solución del problema de transferencia de calor entre el 
fluido ambiente y el fluido del chorro es posible solo si se conocen las variaciones de 
temperatura a lo largo del chorro y en sus secciones transversales. 
La naturaleza de la distribución de las magnitudes de las diferencias de temperatura en 
un chorro sumergido es similar a la de la distribución de velocidad, como puede 
observarse en las figuras 11.8 y 11.9.  
 
La figura 11.8 muestra el campo de temperatura adimensional hallado por Abramovich10 
para una capa límite en la región inicial de un chorro de aire de sección recta circular, de 
100 mm de diámetro, a una distancia de 250 mm desde el orificio, y el campo de 
velocidad obtenido para la misma sección en función de la distancia relativa 
( ) ( )½ 0,9 0,1/r r r r− − . La velocidad de descarga del chorro es de 25 m/s y la diferencia de 
temperatura entre la del chorro en el orificio y la del ambiente 0 0 aT T T∆ = −  es de 35ºC. 
 
En la figura 11.9, se representan las diferencias de temperatura adimensionales y los 
perfiles de velocidad en la región principal de un chorro axisimétrico en función de 
½ / by y∆ ∆ . 
La distribución de temperatura a lo largo del eje de la región principal se puede establecer 
de la misma manera que para las velocidades, salvo que se debe utilizar la condición de 
Fig. 11.8. 
Perfiles de 
temperatura y de 
velocidad 
adimensionales en la 
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velocidad a lo largo 
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contenido constante de calor en el chorro, en lugar del valor constante de la cantidad de 
movimiento. 
En otras palabras, el contenido de calor, a temperatura diferente de la del medio 
ambiente, de la masa total de fluido (inicial más arrastrada) que pasa a través de una 
sección del chorro elegida al azar es igual al contenido de calor inicial de la masa 
emergente por la tobera en el mismo intervalo de tiempo. Por tanto, como el flujo másico 
aumenta, la temperatura del fluido en el eje disminuye y la distribución radial de 
temperatura se aplana. 
A medida que se ha avanzado en los estudios de mecánica de chorros turbulentos, se han 
ampliado los conocimientos de la distribución de temperatura a lo largo del eje, en sus 
secciones transversales laterales, y también la difusión de calor del chorro al medio 
ambiente o la transferencia a una superficie sólida en la cual impacta. 
Ello ha permitido aplicar la teoría de chorros a la solución de problemas de transferencia 
de calor en ingeniería, que, a pesar de los grandes avances en la modelización de la 
turbulencia y su implementación en supercomputadoras, dada la complejidad de los 
problemas reales, depende en una gran medida de los resultados experimentales que se 
hayan ido acumulando sobre cada problema en particular. 
Las aproximaciones teóricas al problema están relacionadas con el flujo turbulento libre, 
que es el caso más simple de turbulencia dependiente de los efectos de viscosidad. Al 
respecto, hay que tener presente que el estudio de la turbulencia libre debe considerarse 
una etapa preliminar en el estudio del flujo turbulento. 
(Ver ref. 8) 
11.2.2 Síntesis de las teorías de turbulencia libre para el caso de chorros 
sumergidos 
Varias son las teorías conocidas sobre la turbulencia libre, en ocasiones denominadas 
teorías de chorro, que sitúan su origen en un nuevo concepto de viscosidad aportado por 
Bussinesq. 
Las teorías más conocidas se deben a Prantdl, Taylor, Prantdl-Görtler y Reichard, entre 
otros. De hecho, la primera teoría de Prantdl es el germen de todas las demás. Una 
conclusión directa de esta teoría para los casos de chorro libre es la semejanza absoluta 
entre los campos de velocidad y de temperatura. Sin embargo, al hallar 
experimentalmente una anomalía de escala entre los campos de velocidad y de 
temperatura, Taylor supuso que la tensión de cortadura turbulenta debía estar 
determinada por la transferencia lateral de vorticidad y no, como suponía Prantdl, por la 
transferencia de cantidad de movimiento. De esta manera, Taylor eliminó una 
inconsistencia de la teoría de Prantdl: el desprecio de los gradientes de presión 
instantánea local que sustancialmente influyen en el intercambio de cantidad de 
movimiento pero que no afectan la transferencia de vorticidad.  
A principios de los años cuarenta, Prantdl publicó una nueva teoría de la turbulencia libre 
en que utilizó la ley de Newton de fricción viscosa, como ya antes había sugerido 
Bussinesq, para determinar la tensión de cortadura turbulenta en un chorro. Utilizando la 
nueva teoría de Prantdl, Görtler resolvió dos problemas de la teoría del chorro turbulento 
sumergido: el problema de la capa límite de una corriente paralela infinita y el problema 
de un chorro plano con una sección transversal inicial infinitamente estrecha. A 
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continuación, se expone una síntesis de los fundamentos y de los resultados de las teorías 
enumeradas. 
Primera teoría de Prantdl 
El punto de partida es la teoría de la capa límite de un fluido incompresible y supone que, 
en los chorros libres sumergidos, los gradientes de presión son tan pequeños que pueden 
despreciarse. Comparando los términos ´ ´ /u v y∂ ∂  y - ( )/ /xy yτ ρ∂ ∂  que aparecen en dos 
ecuaciones equivalentes de la capa límite turbulenta bidimensional, se llega a la relación 
original de la teoría de Prantdl para la denominada tensión aparente de cortadura 
turbulenta ´ ´xy u vτ ρ= − . 
Por otra parte, a partir de una interpretación física de las fluctuaciones turbulentas de 
velocidad, Prantdl concluye que ´~v u ´ y ´ /tu l u y≈ ∂ ∂ , donde tl  es la denominada 
longitud de mezcla. 
En definitiva, Prantdl obtiene la conocida fórmula de la tensión de cortadura turbulenta 
  2xy t
u ul
y y
τ ρ ∂ ∂= ±
∂ ∂
  (11.11) 
La esencia de esta primera teoría de Prantdl de la turbulencia libre es la siguiente: dada 
la ausencia de paredes en un chorro sumergido, la longitud de mezcla en dirección 
transversal al chorro ha de ser constante:  
 ( ) Ccte.tl y =  (11.12) 
A su vez, como quiera que el ancho de un chorro sumergido es proporcional a la distancia 
desde el polo del chorro, la ecuación 11.12 se puede escribir: 
 tl cx=  (11.13) 
La sustitución de la ecuación 11.13 en la 11.11 da: 
  2 2xy
u uc x
y y
τ ρ ∂ ∂= ±
∂ ∂
 (11.14) 
Fuente turbulenta axisimétrica de Tollmien 
Tollmien considera que es posible analizar el flujo en la parte corriente abajo de un 
chorro turbulento axisimétrico sumergido examinando el flujo a partir de una fuente 
puntual turbulenta. Ello comporta determinar previamente la situación del foco puntual 
a partir del centro del orifico de emergencia del chorro. A tal efecto, parte de la ecuación 
fundamental de la velocidad del fluido a lo largo del eje Ccte.mu x =  Y, aplicando la ley 
de conservación de la cantidad de movimiento total en un chorro, obtiene: 




u rdr u Rπρ πρ= =∫   (11.15) 
donde pr  es el radio en la frontera del chorro. 
Realizadas varias transformaciones, introduciendo la variable /r axϕ = , llega a la 
ecuación que define la velocidad axial en la parte corriente abajo de un chorro circular:  
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 ( )0 0/ 0,96 / /mu u ax R=  (11.16) 
A partir de la ecuación 11.16, la distancia adimensional a que se encuentra la sección 
transversal de transición del chorro a partir del polo es: 
 ( )0/ 0,96ax R =  (11.17) 
Una vez conocida la situación del polo, se puede determinar la velocidad a lo largo del eje 
del chorro y la distribución de la velocidad a lo largo del radio en cualquier sección del 
chorro. La figura 11.9 muestra el valor de la velocidad adimensional a lo largo del eje del 
chorro en función de la distancia adimensional desde el origen del chorro, 0/as R . El 
excelente acuerdo entre los valores experimentales aportados por varios investigadores y 
los valores teóricos de la velocidad axial en un chorro axisimétrico se obtuvo adoptando 
una localización del polo (de la región principal del chorro) dentro de la tobera a una 
distancia adimensional desde su salida. 






= =   (11.18) 
La figura 11.10 muestra la comparación del perfil de velocidad en la parte corriente abajo 
de un chorro axisimétrico, resultado del modelo teórico de Tollmien, con los datos 
experimentales de Trüpel. El acuerdo es excelente. 
 
Teoría de Taylor de la turbulencia libre 
El modelo físico de Taylor de la turbulencia libre parte de la hipótesis siguiente: las 
tensiones tangenciales en flujo turbulento se deben a la transferencia de vorticidad, no 
de cantidad de movimiento, como en la teoría de Prantdl.  
Además, adopta una longitud de mezcla tTl distinta de la definida por Prantdl, de la cual 
difiere en una constante:  
2tT tl l=  2cx=  
A partir de la ecuación del movimiento, en la dirección x , de la capa límite de un fluido 
incompresible y de la ecuación de diferencia de vorticidad entre capas contiguas de fluido 
en el chorro, ω∆ , Taylor deduce la ecuación: 
Fig. 11.10 
Comparación del perfil 
de velocidad teórico 
en la parte corriente 
abajo de un chorro   

















  (11.20) 
Sabiendo que las fluctuaciones transversales de velocidad tienen el mismo orden de 
magnitud que las fluctuaciones longitudinales, cabe admitir la relación siguiente: 

































Considerada constante la longitud de mezcla a lo largo de la sección transversal del 









= ±  ∂ 
 (11.22) 
A la vista de la ecuación 11.22, si la longitud de mezcla en la teoría de Taylor es 2  veces 
la longitud de mezcla en la teoría de Prantdl, los campos de velocidad y las tensiones de 
cortadura turbulentas son las mismas en ambas teorías. Las soluciones de Tollmien-Prantdl 
para tres problemas dinámicos clásicos de teoría de chorros (el problema de la capa límite 
en el borde de un chorro plano y los problemas de fuentes turbulentas planas y 
axisimétricas) continúan siendo válidas cuando se utiliza la teoría de Taylor. 
Segunda teoría de Prantdl de turbulencia libre 
En la segunda teoría de la turbulencia libre propuesta por Prantdl, se compara la 






, donde tν  es el coeficiente de viscosidad cinemática (viscosidad 
de remolino) del flujo turbulento. De esta comparación, resulta ( )2 /t tTl u yν = ∂ ∂ . 
Prantdl supone que, a lo largo de la sección transversal del chorro, la longitud de mezcla 
no se mantiene constante, pero sí la viscosidad turbulenta. Por otra parte, los perfiles de 
velocidad adimensional en varias secciones transversales del flujo del chorro son 
idénticos. Sobre estas bases, deriva para la viscosidad turbulenta la ecuación siguiente: 
  ( )t m Hb u uν = −   (11.23) 
donde mu  y Hu  son las velocidades del fluido en los bordes de la zona de mezcla (en un 
chorro sumergido 0)Hu = , b  es el ancho de esta zona y   es una constante empírica 
de esta teoría. 
Chorros turbulentos circulares, planos y de pared 
347 
 
En definitiva, la nueva teoría de Prantdl define la tensión de cortadura en el chorro 
mediante la ecuación: 
  ( )xy m H
dub u u
dy
τ ρ= −   (11.24) 
Aplicando esta ley de fricción, Görtler elabora una nueva teoría para la región de mezcla 
bidimensional, en particular para el caso de una fuente turbulenta plana, y obtiene 
expresiones analíticas para el perfil de velocidad. Por ejemplo, para la capa límite en el 








−= + ∫  (11.25) 
donde ξ = ±∞ . 











  (11.26) 






ν∂ ∂+ − =
∂ ∂∫   (11.27) 
donde, para un chorro sumergido ( )0Hu = , se tiene: 
 t mkxuν =   (11.28) 
y  /k b x=  
Para un chorro turbulento plano, la velocidad a lo largo del eje se expresa /mu n x=  




σ =  
 
′ , se obtienen, después de varias operaciones matemáticas, las 




σ  = −  
  
  (11.29) 
 21 0,5m
y y yv u tanh tanh
x x x
σ σ σ σ
     = − −     
     
 (11.30) 
El valor de la constante empírica 𝜎𝜎, obtenido por ajuste de los resultados experimentales 
de Reichard con las anteriores ecuaciones, es 7,67. 
En la figura 11.11, se representan los perfiles de velocidad ( )1/2/ /mu u f y y=  en la 
parte corriente abajo de un chorro plano, derivados de las teorías de Görtler y Tollmien, 
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y los valores experimentales obtenidos por Reichard. En la figura 11.12, se muestra el 




En el caso del chorro sumergido axisimétrico, las componentes de la velocidad del fluido 
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 =
  +     
  (11.32) 
Fig. 11.12. 
Perfiles de distribución 
de velocidad en la parte 
principal de un chorro 
plano10 
Fig. 11.11. 
Perfiles de distribución 
de velocidad la parte 
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11.2.3 Características de los chorros planos 
Las características de los chorros planos son, esencialmente, muy similares a las de los 
chorros circulares. El primer rasgo evidente es el crecimiento inicial de vórtices en dos 
modos posibles: secuencialmente, sobre lados alternos del chorro o, simultáneamente, 
sobre lados opuestos. Algunos investigadores, entre ellos Goldschmidt y Bradshaw,11 han 
observado claramente la aparición de modos de “aleteo”, que persisten muy corriente 
abajo. Es también bastante evidente que el ángulo de propagación de un chorro plano es 
una función lentamente creciente de la distancia a lo largo del eje del chorro, que tiende, 
según parece, a un valor constante a una distancia mayor que 200 anchos de orificio 
corriente abajo.  
La figura 11.13, que reproduce los resultados experimentales obtenidos por 
Kotsovinos,12 muestra cómo se desarrolla la mitad del ancho adimensional, 1/2 /y D , del 
perfil de velocidad media en función de la distancia adimensional a la ranura, /x D , 
hasta alcanzar el valor asintótico 1
2
/ 0,14dy dx = . 
 
Las medidas de la tensión de cortadura turbulenta 2´ /́ mu v U  muestran una distribución 
similar a la del chorro circular. La intensidad pico es de 0,25, si bien para algunos 
investigadores el valor oscila entre 0,25 y 0,28. 
La tasa de decaimiento de la velocidad media a lo largo del eje de un chorro turbulento 
plano se obtiene a partir de la integral de la ecuación de cantidad de movimiento, que, de 
forma aproximada, se escribe: 
 2 ´2
0





+ + =  
 
∫   (11.33) 
La figura 11.14 muestra el esquema de un chorro turbulento plano. El chorro deviene 
auto- conservativo a cierta distancia desde el origen de las dos capas límite, situado cerca 
del orificio por el cual ha emergido. 
Fig. 11.13. 
Crecimiento del ancho 
medio de chorros 
turbulentos planos en 
función de la distancia 
desde el orificio de 








Habida cuenta de que los resultados experimentales muestran la dependencia con 
respecto de 1
2
y de los primeros términos en el paréntesis de la integral 11.33, y también 
la autosemejanza en la distribución de presión, la ecuación 11.33 implica:  
 2 1
2
 mkU y M=  (11.34) 
donde el valor de k  depende de la forma de los perfiles de velocidad media temporal, 
de la fluctuación turbulenta de la velocidad y de la presión. 
Al tratarse de un problema de simple escala de longitud, cabe admitir que la mitad del 
ancho del chorro viene definida por una función lineal de la distancia al orificio de 
descarga del chorro, o sea, ½ 1 2y xα α= + . 






  (11.35) 
Los resultados experimentales obtenidos por varios investigadores, desde Knystautas13 
hasta Kotsovinos y List,14 parece que convergen en una fórmula general para la evolución 
relativa de la velocidad a lo largo del eje del chorro de la forma:  
 0/ 2,3 /mU U D x=  (11.36) 
Análogamente, se puede demostrar que la disminución de concentración media de 
material trazador en un chorro a partir de su origen satisface la ecuación: 
 0/ 1,9 /m D xθ θ =   (11.37) 
El flujo por unidad de ancho en un chorro plano viene definido por la integral µ udy= ∫  
extendida al chorro, y se especifica mediante el flujo específico de cantidad de 
movimiento del chorro M en la forma: 
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Las mediciones directas realizadas por Kotsovinos confirman la validez de esta ecuación, 
con un valor de jC  igual a 0,29. 
En cuanto a las propiedades de turbulencia del chorro, son muchos los estudios que se 
han llevado a cabo sobre las funciones de correlación, los balances de energía turbulenta, 
incluyendo la disipación etc., y los resultados obtenidos evidencian, entre otras 
características, que los remolinos de gran escala crecen linealmente con la distancia al 
origen. Los términos de disipación también aumentan con la distancia a la tobera de 
eyección del chorro, como ocurre con la escala de longitud de Kolmogorov ( )
1
3 4/ν  , 
cuyo valor pasa de 0,08 mm en / 20x d =  a 0,12 en / 120.x d =  
En resumen, la turbulencia en un chorro plano completamente desarrollado no es muy 
diferente de la de un chorro circular. No obstante, la distribución axial de magnitudes 
medias se escala de forma diferente, como 
1
2x−  frente a 1x−  para el chorro circular. Igual 
que para el chorro circular, la intensidad de las fluctuaciones turbulentas parece acordarse 
a escala con el 27 % de la velocidad media máxima local mU , que a su vez viene fijada 
por el flujo específico de cantidad de movimiento del chorro y por la distancia desde el 
orificio. El factor más importante en la determinación de un chorro es la cantidad de 
movimiento en la descarga, y es precisamente la conservación de esta cantidad de 
movimiento la que efectivamente controla el desarrollo del chorro. 
 
11.2.4 Distribución de temperatura y de concentración de constituyentes en 
la región principal de chorros turbulentos 
En este apartado, se exponen los conocimientos esenciales de la distribución de 
temperatura y de concentración de constituyentes en una sección transversal de chorros 
planos y axisimétricos. 
En el libro de Abramovich, se parte de la hipótesis de que los espesores de las capas 
dinámicas térmica y de difusión son idénticos, y que los contornos de igual concentración 
y temperatura adimensionales, así como los contornos de igual velocidad, son líneas 
rectas, conforme a la primera teoría de Prantdl de turbulencia libre. 
Sea aT T T∆ = −  la diferencia entre la temperatura de un punto en el chorro y la del medio 
ambiente envolvente. Según esta teoría, la diferencia de temperatura a lo largo del eje de la 
región principal de un chorro plano es inversamente proporcional a la raíz cuadrada de la 
distancia desde el polo del chorro ~ 1/mT x∆ . Basándose en este concepto, se obtiene 
una expresión general para la diferencia de temperatura en un punto arbitrario del chorro: 
 ( ) ( )m
kT T
x
θ η θ η∆ = ∆ =  (11.40) 
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A partir de un balance de calor y de la primera teoría de Prantdl de la turbulencia libre, 
se llega a la conclusión de que los perfiles de distribución de velocidad y de diferencia 
de temperatura en la parte corriente abajo de un chorro turbulento plano se expresan por 
la misma relación que estableció Tollmien:  
 ( ) ( ) ( )/ /m mu u T T θ η= ∆ ∆ =   (11.41) 
En el caso de un chorro axisimétrico sumergido, se obtiene, sobre la base de la 
invariancia de la diferencia de contenido de calor, la ley hiperbólica de descenso de la 
diferencia de temperatura a lo largo del eje del chorro: 
 /mT k x∆ =  
Así, la expresión general de la diferencia de temperatura en un punto arbitrario del chorro 
se escribe: 
 ( ) ( )m
kT T
x
θ η θ η∆ = ∆ =  (11.42) 
En este caso, sin embargo, los resultados experimentales demuestran que los perfiles de 
distribución de la diferencia de temperatura y de velocidad no coinciden. 
En la figura 11.15, se compara el perfil de temperatura en la capa límite de un chorro 
axisimétrico con los datos experimentales obtenidos por Abramovich y con el perfil de 
distribución de velocidad. Se constata el buen acuerdo del perfil de temperatura derivado 
de la teoría de Taylor con la curva de datos experimentales, pero se desvía mucho del 
perfil de distribución de la velocidad.  
 
En cuanto a la distribución de constituyentes en el chorro, el modelo de Prantdl de 
turbulencia libre conduce al mismo resultado que el del problema térmico, esto es, el 
perfil de diferencia de concentración adimensional y el perfil de velocidad adimensional 
se expresan por la misma relación. 
En la teoría de Taylor sobre la turbulencia libre, los mecanismos de difusión de calor y 
de mezcla son los mismos que en la teoría de Prantdl.  
Fig. 11.15. 
Perfil de temperatura en 
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Así, las ecuaciones iniciales de difusión de calor y de mezcla en un chorro turbulento en 
el modelo de Prantdl se satisfacen cuando se aplica la teoría de Taylor, si se acepta que 
la longitud de mezcla en esta teoría es 2  la longitud de mezcla definida por Prantdl.  
En contraste con la teoría de Prantdl-Tollmien, la teoría de Taylor no conduce a la 
semejanza de los perfiles de diferencia de temperatura (o de concentración de especies) 
y de velocidad. En la figura 11.16, se compara el perfil de diferencia de temperatura en 
el caso de un chorro plano según la teoría de Taylor con los datos experimentales de 
Reichardt y, en la figura 11.17, se compara el perfil de temperatura en la parte principal 
de un chorro axisimétrico con los datos experimentales de Stark. El acuerdo entre los 
resultados aportados por el modelo teórico y los resultados experimentales es excelente 
en el caso de un chorro plano, pero no tanto en el caso de un chorro axisimétrico.  
 
 
Con respecto a la ley de variación de temperatura a lo largo del eje de un chorro 


























  (11.44) 
Fig. 11.17. 
Perfil de temperatura en 
la parte principal del 
chorro axisimétrico, 
comparado con los 
datos experimentales 





Comparación del perfil 
de temperatura en la 
parte corriente abajo de 
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donde ( )0as a x s= − , 3 22a c= , x  es la distancia desde el polo del chorro al punto del 
eje en que la temperatura es mT ; 0s  es la distancia desde el polo del chorro hasta la salida 
de tobera, y c es la constante en la expresión de Prantdl que define la longitud de mezcla. 
0b  y 0R  son el ancho mitad inicial del chorro plano y el radio inicial del chorro 
axisimétrico, respectivamente. 
En la figura 11.18, se comparan los resultados teóricos aportados por la ecuación 11.44 
con los valores experimentales medidos por Ruden y Syrkin.10 
 
Se demuestra que el perfil de concentración de especie a lo largo del eje de un chorro 
circular satisface la misma ley que el perfil de temperatura, o sea, la ecuación 11.44. 
Como confirmación, en la figura 11.19 se comparan los perfiles de concentración de 
dióxido de carbono en la sección transversal lateral de un chorro plano que se propaga 




temperatura a lo 






Comparación del perfil 
de concentración de 
dióxido de carbono en 
la sección transversal 
lateral de un chorro 
plano con los datos  
experimentales de 
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Transferencia de calor en un chorro sumergido 
Conocidas las variaciones de temperatura a lo largo del eje y de una sección transversal 
de un chorro turbulento sumergido, se puede resolver el problema de transferencia de 
calor entre el fluido del chorro y el fluido del medio ambiente en que descarga y, por 
consiguiente, entre las capas del chorro. 
La diferencia de temperatura entre un punto del chorro y el medio ambiente, o a la 
inversa, se expresa ( )aT T T∆ = ± −  , donde el signo + se aplica cuando la temperatura 
del fluido del chorro es mayor que la ambiente, y el signo – en caso contrario. 
La ecuación de la capa límite térmica de un chorro turbulento se escribe: 






Comparada esta ecuación con la correspondiente del flujo estacionario 
1
p
T T Wu v




 , se obtiene la ecuación de transmisión de calor en mezcla 
turbulenta: 
 ´ ´pW c g v Tρ= −   (11.46) 
En la ecuación 11.46, ´vρ  es el flujo másico por unidad de superficie, en la dirección 
transversal, debido a la fluctuación turbulenta de velocidad en dicha dirección, y ´pc T  
es el valor instantáneo de la diferencia de contenido de calor por unidad de masa 
transferido con esa fluctuación de velocidad. 
La fluctuación de temperatura ha de ser, conforme a la teoría de la turbulencia libre, 
producto de la longitud de mezcla y del gradiente de temperatura en la dirección de la 










 , con tl cx=  (Prantdl). 
Sustituyendo estas relaciones en la ecuación 11.46, se obtiene: 
 2 2p
u TW c gc x
y y
ρ ∂ ∂≅ ±
∂ ∂
  (11.47) 
donde las derivadas parciales se refieren al valor medio temporal de velocidad y de 
temperatura en el punto x , W  es el flujo de calor por unidad de superficie en 






A partir de la ecuación 11.47, se obtiene la ecuación de la capa límite térmica que surge 
en el borde de un chorro plano-paralelo no isotermo de un fluido incompresible. 
 2 2T T u Tu v c x
x y y y y
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = ±  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (11.48) 
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El mecanismo de difusión de calor en la teoría de la turbulencia de Taylor es el mismo 
que en la teoría de Prantdl pero, como la longitud de mezcla definida por Taylor es 2  
veces la definida por Prandtl, la ecuación de transferencia de calor en el modelo de 
turbulencia de Taylor es: 
 2 22T p
u TW c gc x
y y
ρ ∂ ∂= ±
∂ ∂
  (11.49) 
En el modelo de turbulencia libre de Reichardt, que introduce la intensidad de turbulencia 





, la ecuación 
de la intensidad de transferencia de calor se escribe: 





   (11.50) 
A la vista de estos resultados, cabe concluir que la solución de problemas térmicos en 
chorros a partir de las teorías de Prantdl y de Reichardt no aporta nada nuevo en 
comparación con la solución obtenida con la teoría de Taylor.  
La teoría de Taylor muestra que la intensidad de transferencia turbulenta de calor es el 
doble de la cantidad de movimiento, mientras que, en la segunda teoría de Prantdl y en 
la teoría de Reichardt, queda indeterminada. 
Chen y Rodi9 hicieron un análisis de semejanza con los datos disponibles de chorros y 
penachos e introdujeron, en la ecuación de continuidad, en la ecuación de cantidad de 



















































ν =  
donde ,  y f g θ  son funciones solo de la distancia lateral adimensional ½/y yη =  y 
representan el perfil de semejanza de las componentes de velocidad ,u v  y de la 
temperatura del fluido a lo largo del eje y , en una sección del chorro en cuyo centro la 
velocidad axial es mU . 
Para los chorros puros, los citados investigadores obtienen las ecuaciones siguientes, en 
forma adimensional: 







y dU d fv
U dx dη
= −  (11.51) 















donde tσ  es el número de Prantdl/Schmidt turbulento. 
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A partir de las ecuaciones 11.51 y 11.52, se encuentran las expresiones que definen la 
curvatura de los perfiles de velocidad y de temperatura simplemente sustituyendo en ellas 
la correspondiente forma integral de la cantidad de movimiento. 







= −  (11.53) 
Sustituyendo la ecuación 11.53 en la ecuación 11.51, se obtiene la ecuación que define 
















Aplicando un procedimiento análogo, la ecuación que define la curvatura del perfil de 


















Para los chorros axisimétricos, sirven las mismas ecuaciones 11.54 y 11.55, simplemente 
sustituyendo 1
2
 por la unidad. 
Como quiera que, en los chorros puros, el número de Prandtl turbulento es inferior a la 
unidad, la curvatura del perfil de temperatura en el eje del chorro es menor que la del 
perfil de velocidad, tal como evidencian los resultados experimentales. 
11.2.5 Acotaciones sobre el flujo de cortadura en la capa límite de los 
chorros 
Los flujos de cortadura turbulentos que ocurren en ingeniería habitualmente son 
evolutivos, es decir, en la dirección del flujo, su estructura va cambiando. El cambio se 
debe, en ocasiones, a influencias externas, tales como gradientes de presión o de 
temperatura, y otras veces únicamente a influencias evolutivas inherentes a la propia 
turbulencia. En todos ellos, se cumple  / /x y∂ ∂ ∂ ∂  casi por todas partes, lo cual 
permite simplificar las ecuaciones del movimiento. 
Como se ha podido comprobar en los apartados anteriores, el movimiento del fluido en 
chorros libres sumergidos se caracteriza por dos escalas: la longitudinal L , como 
distancia desde una sección arbitraria del chorro al origen de su capa límite, y la 
transversal l , como distancia desde un punto en el chorro, donde la velocidad según la 
dirección del eje del chorro es la mitad de su valor en este, a dicho eje. 
En el análisis de orden de magnitud de los términos de la ecuación del movimiento con 
dichas escalas, se llega a las relaciones siguientes: 
( )/ /mu x U L∂ ∂ = ∆ , ( )/ /mu y U l∂ ∂ = ∆  y ( )/mv U l L= ∆  
Si se supone que el número de Reynolds /lRe ul ν=  es suficientemente grande, los 
términos viscosos de la ecuación del movimiento pueden despreciarse. 
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Adoptada una escala de velocidad tu para la turbulencia, todas las tensiones de Reynolds
en flujo bidimensional son del orden de magnitud de 2tu , lo cual implica15 que el balance
de la ecuación de cantidad de movimiento en la dirección de la corriente necesita otro 







U  es el valor instantáneo de mU . 
En los chorros y en las capas de mezcla, la condición anterior se satisface poniendo 
mU U= , de modo que ahora se escribe ( )
1/2/ /t mu U l L= ∆ . Los valores observados de 
/l L  en los chorros son del orden de 26·10− .
Esta relación describe chorros y capas de mezcla en que las intensidades de turbulencia 
son cerca de una mitad de magnitud menor que la velocidad del chorro o del defecto de 
velocidad en las capas de mezcla. 
De cuanto antecede, resulta que la ecuación de cantidad de movimiento en chorros y capas 
de mezcla bidimensionales se escribe:  











−  → 
 
. 
Como se ha expuesto en un apartado anterior, el tercer término de la ecuación 11.56 es 







 , donde 1 ´xy t
u uc l
y y
τ ρν ρν∂ ∂= ≅
∂ ∂
 , definida tν  por: 
1 ´t c v lν = (11.57) 
O sea, la viscosidad de remolino es del orden de ´v l  (el valor del coeficiente numérico 
1c es desconocido) y está relacionada con la tensión de Reynolds por unidad de masa 





. Por otra parte, la viscosidad de remolino ha sido 





=  ∂ 
, 
con lo cual el valor de la longitud de mezcla presenta la misma incertidumbre que la 
viscosidad de remolino. 
Los modelos de longitud de mezcla y de viscosidad de remolino deben utilizarse 
únicamente para generar expresiones analíticas de las tensiones de Reynolds y de los 
perfiles de velocidad media temporal con los propósitos de ajuste funcional de curvas de 
propiedades de flujos turbulentos caracterizados por una sola escala de longitud y una 
simple escala de velocidad. 
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Algunas aproximaciones a las características de los chorros turbulentos libres 
sumergidos que pueden utilizarse a efectos prácticos son las siguientes: 
(i) Chorros planos 
Longitud de mezcla 0,09 tl l≅ , l ≡  ancho medio de la capa de cortadura 







 =  
 
donde x es la distancia a lo largo del eje del chorro desde el orificio-ranura cuyo 
ancho es h. El perfil de velocidad deviene autoconservativo a partir de 5x
h
> . 
Variación de la velocidad a lo largo del ancho del chorro m
yu U f
l
 =  
 







    =          
ajusta muy bien los datos experimentales, 





= = . 
(ii) Chorros axisimétricos 






=  , 0,067l x=  , 32tRe =  
El perfil de velocidad deviene autoconservativo a partir de 8x
D
= . 
Las magnitudes características del flujo turbulento evolucionan todavía a una distancia 
de 40 veces el diámetro del orificio a partir de este. 
La consideración de “flujo medio” en los cálculos de ingeniería es un método de 
aproximación que está lejos de una definición y de una solución global adecuadas al 
problema de la “turbulencia global”. No obstante, un conocimiento más profundo de la 
estructura fina del flujo en chorros y penachos requiere la solución aproximada de las 
ecuaciones de Navier-Stokes por métodos de análisis numérico. Durante décadas, se han 
presentado y se han desarrollado una gran variedad de modelos sin que se haya llegado 
a establecer un modelo definitivo. 
Los modelos de turbulencia se dividen en tres categorías: 
− Modelos de viscosidad de remolino, basados en una relación constitutiva que enlaza 
el tensor de tensiones de Reynolds, desconocido, con la tasa de deformación del 
patrón de flujo medio mediante una viscosidad turbulenta. El primer modelo se debe 
a Bussinesq, cuya mayor limitación es su incapacidad para analizar la estructura 
anisótropa de la turbulencia. Los modelos más recientes, como el de Launder,16 que 
incluyen el análisis completo de las tensiones de Reynolds, se denominan modelos 
anisótropos de viscosidad de remolino. 
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− Modelos RSM (Reynolds Stress Models) y ASM (Algebraic Stress Models), que 
tienen en cuenta la estructura anisótropa de la turbulencia por medio de una 
expresión completa de las tensiones de Reynolds. 
− Modelos basados por completo en las ecuaciones de Reynolds (LES, Large Eddy 
Simulation). 
− Modelo DNS (Direct Numerical Simulation). 
Un tratamiento del tema más extenso queda fuera de los fines de este libro. 
11.3 Chorros turbulentos planos de pared 
Launder y Rodi17 definen los chorros turbulentos planos de pared como un flujo de 
cortadura dirigido a lo largo de una pared en que, en virtud de la cantidad de movimiento 
inicial, la velocidad en la dirección de la corriente en cualquier sección interna del flujo 
de cortadura es mayor que la de la corriente externa. 
Son muchas las aplicaciones del chorro de pared en ingeniería. Algunos ejemplos 
son: el enfriamiento parietal de las paredes de recubrimiento de las cámaras de 
combustión de las turbinas de gas y de los álabes de las primeras etapas de las 
turbinas, las salidas de fondo sumergidas de presas con centrales hidráulicas, la 
ventilación de salas y recintos, etc. 
El chorro de pared se considera habitualmente un flujo de cortadura de dos capas en que 
la capa interna (desde la pared hasta la posición de máxima velocidad my ) es 
cualitativamente similar a la capa límite turbulenta convencional, mientras que la capa 
externa (que se extiende desde my  hasta el borde exterior de la corriente) se asemeja a 
la de un chorro libre. Esta configuración del chorro se ilustra en la figura 11.20. 
 
Barenblatt y otros18 demuestran, a partir de los resultados experimentales de Karlsson y 
otros,19 que las dos capas están separadas por una capa de mezcla en que el fluido alcanza 
la velocidad máxima. Las leyes de semejanza en ambas capas son sustancialmente 
Fig. 11.20. 
Esquema de chorro de 
pared turbulento en 
sistemas de 
ventilación18, 20 
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diferentes; ambas exhiben una semejanza incompleta, es decir, una fuerte influencia del 
ancho de la ranura. 
Los chorros de pared turbulentos difieren de los chorros libres debido a los efectos 
amortiguadores de la pared. Cuando el chorro deja la ranura de descarga, el núcleo 
potencial acaba en un punto donde la capa límite sobre la superficie encuentra la capa de 
cortadura que se ha expandido en la frontera libre. El flujo corriente abajo del núcleo 
queda, entonces, completamente desarrollado. 
El conocimiento de la estructura fina del flujo en los chorros turbulentos de pared 
presenta todavía algunas lagunas, entre las cuales cabe mencionar la medida de la tensión 
de cortadura en la pared, wτ , y la falta de datos definitivos sobre 
2v  y 2w , a pesar de 
los grandes avances que se han producido en las técnicas de medición. 
Desde los años ochenta del siglo XX, cuando Launder y Rodi17 publican informes que 
resumen los trabajos publicados sobre el tema, son miles los trabajos que se han 
publicado al respecto. La recopilación de datos a cargo de dichos investigadores ilustra 
la magnitud de la dispersión en datos de turbulencia existentes hasta aquella fecha. 
Además, no se encontraban datos de turbulencia para la región más próxima a la pared. 
Como una aproximación al problema, a continuación se expone un breve resumen del 
nivel de conocimiento teórico y práctico, a principios del siglo XXI: 
− La interacción de las dos capas las modifica naturalmente, frente a las de los flujos 
genéricos.  
− La tasa de crecimiento del chorro de pared es considerablemente inferior (-30 %) a 
la del chorro plano libre. 
− La posición de tensión de cortadura cero se desplaza desde la posición de máxima 
velocidad, donde ocurriría en un chorro libre, hasta la posición cerca de dos tercios de my   
− La tensión de cortadura en la región de pared disminuye mucho más rápidamente 
que en una capa límite.  
− Las intensidades de turbulencia son más altas en la capa interna del chorro de la 
pared, que incluye los valores límite en la pared.  
Saber cómo se comporta esta combinación básica de flujo limitado por pared y flujo de 
cortadura libre, y cómo interactúan las dos capas para determinar el desarrollo del chorro 
de pared, tiene un indudable interés científico y práctico. 
Entre las últimas aportaciones al tema, cabe destacar los trabajos de Erikson,20 George y 
otros,21 y Barenblatt y otros.18 Entre ellas, cabe resaltar las siguientes. 
La figura 11.21 muestra el perfil de velocidades medias, ( )U f y+ += , en función de 
* /y yu ν
+ =  en diferentes posiciones, /x b , a lo largo del chorro desde su origen. El 
colapso de los perfiles es una evidencia de la fiabilidad de las medidas de tensión de 
cortadura en la pared. 




La figura 11.22 muestra el coeficiente de fricción parietal local frente a /m m mRe U y ν=  
y su comparación con otras correlaciones propuestas anteriormente por otros 
investigadores. 
 
En cuanto a las magnitudes de turbulencia, la figura 11.23 muestra que la intensidad 
adimensional de turbulencia en el sentido de la corriente u+ depende de la posición con 
respecto al origen del chorro a partir de 8y+ = , mientras que la tensión de cortadura 
adimensional uv+ colapsa hasta 100y+ ≈ . 
 
Fig. 11.21. 
Perfiles de velocidad 
media local 
adimensional   
U +  =f (y+) 
Fig. 11.22. 





tensión de cortadura 
adimensionales en 
el sentido de la 
corriente1 
Chorros turbulentos circulares, planos y de pared 
363 
 
Para números de Reynolds finitos, los perfiles de velocidad y tensiones de Reynolds son 
dependientes de la relación de escalas de la longitud interna y la externa: 
( )* 1/ ,U u f y δ+ += , donde ½ * ½ /y u yδ ν+ +≡ = , o bien ( )0 ½/ ,mU U f y y+=  
De hecho, en el límite, hay una región de “solapamiento”, donde ambos perfiles 1f  y 0f  
describen el flujo y su forma funcional refleja, a manera de comportamiento de la ley de 
potencia. 
La ley de fricción teórica es también una ley de potencia cuyos coeficientes y exponente 
dependen del número de Reynolds local ½ ½ * /y y u ν
+ = . La figura 11.24 ilustra el acuerdo 
de la ley con los resultados experimentales.  
 
 
La figura 11.25a y 11.25b muestra la variación del ancho mitad adimensional del chorro 
en función de la distancia adimensional corriente abajo a partir del origen. El acuerdo 




(a) Normalización tradicional (b) Escalado de la cantidad 
  de movimiento/viscosidad 
Fig. 11.24. 
Velocidad de fricción vs. 
número de Reynolds 




Variación del ancho 
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La figura 11.25 muestra la correlación ( )0/mln u u  vs. ( )/ln x b  , realizada por 
Barenblatt18 con los datos experimentales de Karlsson,19 y pone de manifiesto que la 
semejanza no es completa. 
 
11.4 Chorro paralelo en una corriente coaxial 
Hasta aquí se ha considerado que el chorro, circular o plano, se eyecta en un recinto en 
que el fluido está en reposo. Como quiera que en no pocas aplicaciones el fluido que 
ocupa el recinto está en movimiento, es oportuno analizar el flujo resultante. La figura 
11.27 ilustra el campo de flujo general. En caso de pequeñas capas límite, a ambos lados 
de la tobera de inyección del chorro hay una región inicial, antes de que se desarrollen 
las capas de cortadura a partir de los bordes del chorro emergente sobre el eje, 
denominada núcleo potencial, cuya extensión depende del número de Reynolds del flujo 
en la salida de la tobera, entre otros factores de menor influencia. Harsha24 propone, para 
estimar la longitud del núcleo potencial en chorros axisiméricos aire-aire, la siguiente 
correlación de resultados experimentales, 0,097/ 2,13cx d Re= , donde Re es el número de 
Reynolds de la corriente en la sección de salida de tobera. 
El análisis del flujo en la región inicial comprende, además de la longitud de esta región, 
el análisis del flujo en la capa de mezcla en la periferia del núcleo potencial, considerado 
como una capa de mezcla plana entre dos corrientes infinitas. Ello comporta el análisis 
del crecimiento del ancho de la zona de mezcla. 
Cuando la frontera interna de la zona de mezcla intercepta la línea central del chorro, se 
supone que la región inicial termina abruptamente. 
El análisis se basa en las formas integrales de las ecuaciones del movimiento y en una 
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( )0/mln u u  vs.  
( )/ln x b  revelan 
semejanza incompleta1 
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donde ( ) , , , , jU U y h b x∞  están identificadas en la figura 11.27, y ( ),U x y  es la velocidad 
del fluido en un punto de la capa de mezcla de coordenadas ,x y . Para los chorros 
axisimétricos, se utiliza una aproximación similar. 
 
 
La figura 11.28 muestra la predicción analítica de la longitud de la región inicial en 
función del parámetro / jm U U∞=  en el supuesto de que el espesor de la capa límite del 
flujo en la salida de la tobera sea pequeño, comparado con el ancho mitad de la misma. 
    
 
En la figura 11.29, se muestra la variación de la velocidad del fluido en la línea central 
del chorro en términos de ( )/ /cU U x d U∞ ∞−    y el ancho característico ½r , o ancho 
mitad, definido por la relación:  
 ( ) ( )½ , / 2cU r x U x U∞= +    
en función de la distancia axial adimensional /x d . 
La figura también incluye la variación del ancho mitad del chorro en función de dicha 
distancia. 
Fig. 11.27. 
Esquema de flujo 
[Sch80] 
Fig. 11.28. 
Predicción analítica de 
la longitud de la región 
inicial  
[Sch80] 




A la vista de los resultados experimentales representados en la figura 11.29, cabe sacar 
las conclusiones siguientes: 
− La influencia del parámetro m  sobre el campo de flujo es notable. 
− La distancia total en que se alcanza el decaimiento total, cU U∞→ , es muy grande 
medida en términos de diámetros de chorro. 
− En una representación de los perfiles de velocidad adimensional
( ) ( ) / cU U U U∞ ∞− −  en diferentes posiciones radiales, ½/r r  y varios valores de 
/x d  los datos indican que los perfiles son aparentemente semejantes para 
/ 40x d ≥ . 
En los casos de chorro plano, la figura 11.30 muestra, en representación logarítmica, la 
variación de la velocidad en la línea central del chorro con la distancia x  para varios 
valores de m . Se observa que, para grandes valores de /x d , el decaimiento de dicha 
velocidad viene definido por una simple ley de potencia ( )/ px d . 
 
Procede ahora recordar que, lejos de la tobera, todos los chorros manifiestan un 
comportamiento similar, lo cual debe interpretarse en el sentido de que los efectos del 
inyector no tienen allí importancia. Estos efectos pueden tenerse en cuenta tomando el 
origen del chorro dentro de la tobera a una distancia 0 x de su salida, que puede ser 
determinada empíricamente o por escalado de las x , con el espesor de la cantidad de 
movimiento del flujo en 0x =  , más bien que con h  o jr .  
Fig. 11.30. 
Variación de la 
velocidad a lo largo de 






Variación de la 
velocidad en la línea 
central y del radio mitad 
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La figura 11.31a y 11.31b ilustra la unificación de todos los resultados normalizando x  
y ½b  con dicho espesor θ.  
 
 
Los análisis más antiguos y más sencillos del flujo medio se basan en los perfiles de 
semejanza de la velocidad axial observados, como el que se muestra en la figura 11.32. 
En los últimos años, se han desarrollado varios métodos aproximados para analizar los 
problemas de chorro con 0U∞ ≠ ; sin embargo, la disponibilidad de métodos de cálculo 
y su aplicación por ordenador digital han permitido finalmente obtener soluciones 
numéricamente “exactas”, si bien su validez está acotada por la del modelo de viscosidad 
de remolino, de longitud de mezcla, de una, dos o tres ecuaciones, de tensiones de 
Reynolds o de simulación numérica directa adoptado para el análisis del flujo 
turbulento.28 y 29 
Fig. 11.31a. 
Variación del ancho 




Variación de la 
velocidad a lo largo de 
la línea central de un 
chorro plano en la 








(Ver [Sch80])  
Fig. 11.32. 
Representación de 
semejanza de perfiles 
transversales de 




















En el capítulo anterior, se ha expuesto la teoría de los chorros turbulentos libres, 
circulares y planos, y la de los parcialmente confinados, de pared. Estos tipos de chorro 
aseguran la inyección de una corriente de fluido y su mezcla con otro fluido, de 
naturaleza y estado termodinámico idénticos o diferentes, que ocupa un recinto en estado 
de reposo. Sus aplicaciones en ingeniería son múltiples y diversas, desde la evacuación 
de gases contaminantes y su dispersión en la atmósfera (esta función también es 
desempeñada por los penachos, como se explica en otro capítulo), hasta el enfriamiento 
o el calentamiento de un sólido por impacto (por ejemplo, la refrigeración de álabes y 
otros componentes de turbinas de gas), la ventilación por desplazamiento, etc. 
En este capítulo, se exponen la teoría básica y las propiedades de chorros turbulentos de 
distinta configuración, o en condiciones de descarga distintas a las anteriores, como son 
los chorros anulares, los chorros coaxiales, los chorros transversales inyectados en 
corrientes de fluido de naturaleza y estado idénticos o distintos, estén o no confinados. 
En particular, se estudian los tipos de chorros relacionados con técnicas de mezcla de 
gases reactivos (la combustión) y no reactivos (la dilución y la dispersión de 
contaminantes, por ejemplo). 
Los chorros confinados son aquellos cuyo desarrollo-expansión está limitado por 
contornos impermeables, de modo que su capacidad de arrastre de fluido ambiente-
envolvente queda restringida. Este es el caso, por ejemplo, de la combustión en hornos 
de cemento, donde la corriente de aire ocupa por completo la sección transversal de la 
cámara de combustión. Con la excepción de los casos ya citados, las corrientes de 
combustible y de aire, o solo de combustible, introducidas en el dominio (la atmósfera o 
una cámara) donde se produce la reacción exotérmica que es la combustión, son en forma 
de chorro no confinado. En estos casos, las cantidades de movimiento del flujo de 
combustible y de la corriente de aire se utilizan para dirigir la llama y para controlar la 
mezcla de ambos. 
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Como resultado de la limitada capacidad de arrastre del chorro confinado, se establece 
un gradiente de presión adverso a lo largo del mismo, asociado a un flujo de recirculación 
exterior. La predicción de la velocidad de recirculación y la posición del núcleo del 
vórtice de recirculación a partir de los parámetros de entrada del sistema de chorro 
confinado son de suma importancia en la práctica. 
Las zonas de recirculación se forman cuando en el flujo el gradiente de presión axial 
adverso supera la energía cinética del fluido, lo cual da lugar a un punto de remanso. En 
los chorros anulares no confinados, una manera de conseguirlo consiste en suministrar 
la corriente de aire con un intenso remolino. Mediante este procedimiento, no solo se 
logra confinar un núcleo-vórtice de recirculación de gases de combustión con un control 
efectivo del gas combustible en el interior del cono hueco de combustible líquido 
atomizado, lo cual contribuye a estabilizar la llama en el quemador, sino que también 
aumentan la expansión del chorro de aire, y la rapidez y la eficiencia de mezclado, y 
permite variar la distribución de los tiempos de residencia de los reactantes en la cámara 
de combustión, lo cual es sumamente importante para optimizar el proceso. 
Los otros tipos de chorro enumerados en el encabezamiento de este apartado se 
distinguen básicamente por las características que se describen a continuación de forma 
sucinta. Más adelante se ampliarán los conocimientos de sus fundamentos y propiedades. 
Los chorros anulares sirven frecuentemente para introducir aire secundario alrededor 
del chorro primario de combustible o que rodea un cañón de fuelóleo situado en el eje 
del quemador. 
Los chorros concéntricos son chorros compuestos que consisten en un chorro central y 
un chorro anular coaxial, que puede activarse por un remolino o no. A una distancia de 
varios diámetros de tobera corriente abajo del quemador, los dos chorros se combinan, y 
el comportamiento del chorro compuesto en esta región se puede predecir con una muy 
buena aproximación a partir de los flujos másicos y de los momentos de chorro 
combinados. Cerca del quemador, sin embargo, el tamaño y la geometría del interfaz que 
separa las toberas central y anular tienen una gran influencia sobre el mezclado. Debido 
a su efecto sobre la estabilidad de la llama, esta región tiene especial interés para los 
proyectistas de quemadores. 
Los chorros transversales son aquellos que se inyectan a una corriente principal en 
dirección distinta de la de esta, o sea, inclinados un cierto ángulo, que puede ser recto. 
Se aplican con frecuencia como adición de aire secundario o de dilución a la llama. 
Puesto que la propiedad fundamental de los chorros turbulentos es su capacidad de 
mezcla de especies con el fluido en que son inyectados, y de transferencia de energía a 
dicho fluido o al sólido sobre el cual impactan, independientemente de que el chorro sea 
libre o confinado como situaciones límite, conviene recordar sus características 
cinemáticas y dinámicas esenciales: 
1. Las regiones totalmente desarrolladas de chorros turbulentos son semejantes y, por 
consiguiente, las distribuciones de velocidad y de concentración de especies axial y 














= −  (12.1) 
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La diferencia entre las pendientes de las líneas de velocidad y de concentración se 
debe a la diferencia de valor de los coeficientes de transferencia turbulenta de 
cantidad de movimiento y de masa, respectivamente. 
2. Debido a la semejanza de los perfiles de velocidad, la relación de la velocidad axial 
en cualquier punto a la que tiene en el eje a la misma distancia axial a partir de la 
tobera / mu u  es la misma cuando se expresa en función de la distancia adimensional 
al eje /r x , donde r es la coordenada radial y x es la distancia a partir de la salida 
de la tobera. También es así para las distribuciones de concentración. Suponiendo 







  = −  
   
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  = −  
   
 (12.2) 
3. Como consecuencia del intercambio de cantidad de movimiento entre el chorro y el 
medio ambiente, se arrastra fluido de este a través de las fronteras del chorro. Para 














y para los sistemas en que la densidad no es constante: 
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4. El flujo de cantidad de movimiento por unidad de superficie de un chorro libre se 
conserva y, si no hay fuerzas externas que actúen sobre él (por ejemplo, cualquier 
variación de presión en el flujo), la cantidad de movimiento total se conserva en 
cualquier dirección. Para un chorro libre no afectado por fuerzas externas, el flujo total 
de la cantidad de movimiento por unidad de tiempo en la dirección axial se expresa:  
 2
0
2xG u rdrπ ρ
∞
= ∫  (12.5) 
Las relaciones anteriores se pueden extender a sistemas más complejos utilizando el 
concepto de diámetro de tobera equivalente. En su forma más simple, este concepto se 
basa en la conservación del flujo de cantidad de movimiento por unidad de superficie y 
en que la densidad del fluido dentro del chorro se aproxima a la densidad del fluido 
ambiente a corta distancia de la salida de la tobera como resultado de la elevada tasa de 






dG uπ ρ=  como expresión del flujo de 
cantidad de movimiento que emerge de una tobera de diámetro ed  con la misma 
velocidad inicial pero con la densidad del fluido arrastrado aρ , en vez del fluido eyectado 
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Conocidos el flujo másico y el flujo de cantidad de movimiento, se puede calcular el 












12.2 Chorros confinados 
Para un chorro confinado, como es el chorro inyectado en un conducto, cabe considerar 
dos casos extremos: 
1. El flujo secundario que rodea el chorro principal es suficiente para que su arrastre 
por él no se inhiba hasta que el chorro se haya expandido, alcanzando la pared, y 
2. El flujo secundario envolvente es menor que el flujo que el chorro puede arrastrar. 
En este segundo caso, se establece un flujo de recirculación, es decir, una parte de las 
líneas de la corriente principal adquiere la forma de un bucle cerrado, como se muestra 
en la figura 12.1. Los detalles de este flujo de recirculación son de sumo interés para 
quienes estudian la combustión, ya que la intensidad y el tamaño del “remolino de 
recirculación” afectan la estabilidad y la longitud de combustión de las llamas de difusión 
turbulentas. 
 
En la representación esquemática del flujo de recirculación de la figura 12.1, el fluido 
secundario es arrastrado corriente arriba del punto N, y el remolino de recirculación se 
extiende desde la frontera corriente abajo, en el punto P, hasta su límite corriente arriba 
N. La tasa de reflujo, definida como la integral de las velocidades negativas a través de 
la sección transversal, varía entre estos dos puntos, como se observa en la parte superior 
de la figura 12.1. Su valor rq  alcanza un máximo en la sección transversal C, entre dos 
valores cero en los puntos N y C. 
Fig. 12.1.  
Mapa de la zona de 
recirculación de un 
chorro axisimétrico 
confinado1 [BCh74]  
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12.2.1 Teorías de Thring-Newby y de Craya-Curtet 
Teoría de Thring-Newby  
Thring y Newby1 propusieron un tratamiento teórico simple del problema, basándose en 
los supuestos de que la tasa de arrastre del chorro no es afectada por el recinto y que el 
desarrollo del chorro viene determinado por su flujo de cantidad de movimiento. Craya 
y Curtet2 y Barchillon y Curtet3 ampliaron el modelo teórico, con el propósito de 
generalizar su validez; no obstante, las simples generalizaciones formuladas por Thring 
y Newby todavía son aplicables a un amplio campo de casos prácticos, pues suponen una 
buena aproximación a los resultados experimentales cuando el diámetro de la tobera es 
menor que 1/10 del diámetro del conducto. 
Algunos investigadores han utilizado la ecuación 12.4 de Ricou y Spalding4 para calcular 
la distancia desde el origen del chorro hasta el punto P, donde el chorro alcanza la pared. 
Suponiendo un ángulo de chorro α de 9,7º, se obtiene 5,85pX R= , donde R  es el radio 
del conducto.  
Para el caso e rm m=  , el fluido arrastrado entre la tobera y el punto C viene dado por: 
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En caso de que el chorro arrastre todo el flujo secundario antes de que se inicie la 











y el parámetro modificado de Thring y Newby se escribe: 



























= −  (12.10) 
Las ecuaciones 12.7, 12.8 y 12.9 dan la posición de los puntos N y C en la figura 12.1, 
cuyas expresiones son 6,25.NX Rθ= ′  y ( )3,12 0,94CX Rθ ′= + , respectivamente. 
Field y otros5 ilustran, en las figuras 12.2 y 12.3 [BCh74], el flujo másico máximo de 
recirculación ( )0 /r am m m+    y la posición del remolino de recirculación en un chorro 
confinado, en función del criterio de semejanza θ, de Thring-Newby, y el de Craya-
Curtet ,m , respectivamente. 
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Teoría aproximada de Craya-Curtet del chorro confinado 
Craya y Curtet2 desarrollaron una teoría aproximada del chorro confinado, basándose en 
las ecuaciones de Reynolds y de continuidad, y en las siguientes hipótesis: 
Para la segunda ecuación de Reynolds, es válida la aproximación de la capa límite que 
da un término constante ´2p vρ+  a través del chorro. Los términos de aceleración y de 
variación de la tensión de cortadura longitudinal son depreciables.  
Los términos de fluctuación en la primera ecuación de Reynolds son despreciables. 
3. Semejanza del perfil de exceso de velocidad normalizado: su u u∆ = −  
4. En el flujo ambiente, no se produce pérdida de energía, lo cual equivale a admitir un 
nivel de turbulencia bajo en la corriente secundaria. 





∆  =  ∆  
 (12.11) 
donde su  m mu u∆ = − , o sea, la diferencia entre la velocidad en el eje del chorro y la 
velocidad de la corriente secundaria en la misma sección de flujo, y l  es un ancho de 
referencia que depende de la distancia axial x  y su variación expresa el desarrollo del 





ml u q y udyπ π∆ = = ∆∫   (12.12) 
donde q  es el caudal exceso de chorro-corriente secundaria y b  es el radio en la frontera 
del chorro, donde ⧍u 0= . 
La ecuación de continuidad para el flujo total en el conducto se escribe: 
 2 2m sQ u l u Rπ π= ∆ +  (12.13) 
donde R  es el radio del conducto. 
La teoría de Craya-Curtet conduce a tres relaciones adimensionales, que sirven para 
caracterizar los chorros confinados: la ecuación de continuidad; la ecuación de cantidad 
de movimiento, que define el parámetro constante m  a lo largo del conducto (conocido 
como parámetro de Craya-Curtet), y la ecuación del momento de la cantidad de 
movimiento. 
De las tres, la más importante para los fines de este libro es la segunda, que se escribe: 
 2 2 23
2m m
m U U kλ λ  = ∆ + ∆ −    
 (12.14) 
donde k es un factor de forma para el perfil de exceso de velocidad y λ es la inversa del 
radio del conducto. 












Posición del remolino 
de recirculación en 
chorro confinado 
                  Teoria de Curtet (1958) 










                  Línea que representa los valores experimentales  
                  de Blecker, Hottel y Williams (1963) 
Experimentos en Sogreah 
Hogar caliente, Ijmunden 
Modelo frío, Ijmunden 
Modelo frío, BCUA – Winfield and Martin, 1966 
 
       Puntos derivados de medidas de velocidad 
       Media de 20 fotografías 
    A   Hogar IFRF, Ijmuiden, quemador tipo caldera 
    B   Hogar IFRF, Ijmuiden, quemador tipo horno de cemento 
N     Inicio de arrastre de reticulación 
C      Núcleo y remolino de reticulación 
P      Situación del impacto del chorro en la pared 
Barchilon and Curtet, 1964 
Barchilon and Curtet, 1964 
Dinámica de gases  
 
378 
El parámetro de semejanza m  puede expresarse también de otra manera, como resultado 
de aplicar el teorema de Euler a una superficie que incluye el conducto y dos secciones 








= + − 
 
∫∫  (12.15) 
Para el caso simple de una pequeña relación diámetro de tobera-diámetro de conducto, 




Ancho efectivo teórico 






abscisa relativa y 
parámetro m. 
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Las figuras 12.4 y 12.5 [Bch74] muestran las soluciones del sistema de ecuaciones 
adimensionales en la forma de curvas ( ),mλ ξ  y ( ),R mξ . Las figuras 12.6 y 12.7 
muestran la comparación de los caudales de recirculación medidos y calculados en 
función de la distancia a lo largo del conducto y del parámetro de semejanza .m  
Comparación de las teorías de Thring-Newby y Craya-Curtet 
La teoría de Thring-Newby se basa en simples relaciones de comportamiento físico de 
chorros libres y confinados en conductos, y supone que todos los chorros de turbulencia 
libre son dinámicamente semejantes y que la funciones de desarrollo radial del chorro, 
( )1/ mC C f η=  y ( )2/ mu u f η= , /y Lη = , dependen solo del número de Reynolds en 
un punto característico. La cantidad de movimiento se conserva y el flujo másico de 
tobera también. 
La teoría de Craya-Curtet es más rigurosa y de validez más general, pues permite 
predicciones más detalladas de las condiciones de flujo que la teoría de Thring-Newby; 
sin embargo, tiene la desventaja de que es matemáticamente más compleja, aunque 
requiere mucho menos tiempo de computación que los nuevos métodos de zona o de 
integración de las ecuaciones por diferencias finitas. 
Desde el punto de vista del diseño de los sistemas de combustión, el criterio de Thring-




Variación del caudal de 
conducto recirculación a 
lo largo del conducto 
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12.2.2 Caso general de chorros de la misma dirección de corriente 
confinados 
Muchos problemas prácticos de mezcla de fluidos comportan la inyección de un chorro 
en una corriente de otro fluido, o del mismo en diferente estado termodinámico, 
confinada en un tubo. El resultado de esta inyección no solo es la mezcla de ambos 
fluidos, sino también la generación de un gradiente de presión axial que está íntimamente 
acoplado al proceso de mezcla. El gradiente de presión adverso producido, / 0dP dx > , 
puede dar lugar a una reordenación del flujo, si es lo suficientemente intenso. 
En este subapartado, se exponen los conocimientos básicos del fenómeno de inyección 
de un chorro axisimétrico, de velocidad media en la descarga jU , en la dirección axial 
de un tubo cilíndrico por el cual circula una corriente coaxial cuya velocidad media en 
la estación de inyección es aU . 
Si hay un gradiente de presión estática axial, la velocidad del fluido que rodea el chorro 
variará a lo largo del tubo, de acuerdo con la ecuación de Bernoulli (se supone que, en 
dicha corriente, los efectos de viscosidad son despreciables). 
Si ( )aU x  es la velocidad de la corriente envolvente del chorro, entonces se ha de 
cumplir: 




= −  dP
dx
 (12.16) 
Si / 0dP dx > , entonces / 0adU dx < , por lo cual es posible reducir ( ) 0aU x →  
mediante un gradiente de presión que, si es muy intenso, puede dar lugar a un flujo 
“estancado” y a la consiguiente zona amplia de recirculación en el tubo, como ya se ha 
expuesto en el subapartado anterior. 
La tendencia a la recirculación puede ser descrita por el valor de simples parámetros que 
implican el flujo másico total en el conducto, m , y la integral de presión-cantidad de 
movimiento, M, definidas como m UdAρ≡ ∫∫ , M ( )2P U dAρ= +∫∫ . De entre ellos, 
cabe destacar ,   .H M yCt  Una expresión que los relaciona para el caso de un chorro 
confinado axisimétrico en un conducto de radio 0R  es: 
 
( ) ( ) 20
1 1
2 / 2 1 2 /
mH





El parámetro Ct es conocido como el número de Craya-Curtet,2 reconocido como 
parámetro universal para los sistemas de chorro confinado. En caso de chorro 
axisimétrico, se expresa: 
 
( ) ( ) ( )22 2 2 20/ 0,5
m
j a j a m
UCt
U U r R U U
=







m j a a
r
U U U U
R
 
= − + 
 
 (12.19) 
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es la velocidad media en el tubo de mezcla; aU  es la velocidad de la corriente circundante 
en la entrada; jr  es el radio de tobera, y 0R  es el radio del tubo. 
 
Desde un punto de vista físico, los valores grandes o pequeños de Ct corresponden a 
excesos pequeños o grandes de cantidad de movimiento en la entrada, respectivamente. 
Becker, Hottel y Williams6 sugieren que la aparición de la recirculación está limitada a 
0,85Ct < . Barchilon y Curtet3 midieron las velocidades medias, la variación de la 
presión estática en la pared y el tamaño de la zona de recirculación para flujo de agua, y 
los valores “rms” de las fluctuaciones de velocidad axial en flujo de aire. En la figura 
12.8, se muestran varias configuraciones de flujo en el tubo de mezcla, en función del 
valor del parámetro tC  de Craya-Curtet.2 
 
Fig. 12.7. 
Máximo caudal de 
recirculación vs m1/2 
 
Fig. 12.8.  
Patrones de líneas de 
corriente en un 
conducto cilíndrico con 
un chorro central 
confinado3 [SCh80] 
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En la práctica, se han de evitar las zonas de recirculación, pues únicamente los datos de 
mezcla por chorro confinado sin recirculación tienen interés, particularmente en aquellas 
condiciones donde el flujo permanece “semejante”, incluso en presencia de un gradiente 
de presión axial. La condición es que ( ) ( ) ( )/a c aU x U x U x−    se mantenga constante 
a lo largo del conducto. 





              ˆ 1 /
ur
ku A nudA= − ∫
  (12.20) 




0 0 0 0
11/ .  
2
ˆ ,ˆd f f
A
u A n uu u u n dA = − − 
 ∫

  (12.21) 
ambas definidas en la salida de tobera, entendiendo por velocidad media dinámica la 
velocidad uniforme de entrada que produce una fuerza igual al exceso del verdadero 
empuje de la corriente en 0A  sobre la fuerza del área-presión de remanso de la corriente 
inducida, denotada por el subíndice fo , para concluir que la semejanza depende 
únicamente de la relación característica de velocidades /k du u . 
El parámetro de semejanza de chorro confinado m  , derivado por Craya-Curtet, es una 
función única de /k du u : 
 2 2 21 /
2d k k
m u u u = − 
 
 (12.22) 
La diferencia 2 1
2d
u −  2ku  es una medida de la irregularidad de la distribución de flujo de 
cantidad de movimiento en la entrada del sistema, y es cero para una distribución 
uniforme. 
Sea * 2 20
1
2d k
u u u = − 
 
 la velocidad característica del sistema que, según el estudio de 
Becker, Hottel y Williams,6 es la velocidad de normalización que minimiza la 
dependencia del campo de velocidad normalizada con respecto al criterio de semejanza; 
entonces, la forma más eficaz del criterio de semejanza en sí mismo es *0/ 1 /ku u m= , 
que se denomina número de Craya-Curtet y se denota Ct en reconocimiento a dichos 
investigadores. 
El significado físico de Ct se aprecia fácilmente como criterio de régimen de flujo de 
chorro axisimétrico confinado en conducto cilíndrico. Para chorros de “fuente puntual”, 
se tiene: 
 ( )2 2 2 01/ 2d s w fu i r uπρ= +  (12.23) 
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donde si  es el flujo fuente de cantidad de movimiento axial y wr es el radio interior del 
tubo. 
Sustituyendo la expresión (12.23) en la que define el número de Craya-Curtet, se obtiene: 
 





s w f k
uCt




Para un recinto cilíndrico, ku  es la velocidad media en el espacio. Por otra parte, con 
fuentes finitas, se han de tener en cuenta las características de la fuente. Para una tobera 
circular ideal, la distribución de velocidad inicial es: 
0fu u=  , en s wr r r< < ;  su u=  en 0 wr r≤ < 0 wr r≤ <  
donde su  es la velocidad uniforme en la tobera. 
Por tanto: 
 
( ) ( )2 2 2 2 2 20 01 1/ 2 2
k
s f s w f k
uCt





 ( ) ( )2 20 0/k s f s w fu u u r r u= − +  (12.26) 












− ≤ < ∞ 
 
 (12.27) 
12.2.3 Resultados experimentales de Becker, Hottel y Williams 
Campos de velocidad. Perfiles de distribución de velocidad 
El campo de velocidad en la zona de mezcla por chorro tiene ciertas características bien 
definidas. El flujo en el conducto considerarse la superposición de una “corriente de 
chorro” con un perfil de velocidad radial de tipo campana de Gauss a una “corriente de 
base” lateralmente uniforme. La parte de la corriente de base entre el borde del chorro y 
la pared del conducto se denomina corriente libre. La corriente uniforme suministrada 
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La corriente de chorro crece hasta que alcanza la pared del conducto allí donde la 
corriente libre se desvanece y cesa el arrastre; por consiguiente, un chorro confinado 
tiene una capacidad de arrastre finita. 
La denominada velocidad de acción del chorro fu u−  es el exceso de la componente 
axial media de velocidad dentro del chorro con respecto al valor fu  en la corriente libre 
fuera de él. En una posición axial dada, la velocidad de acción de chorro se caracteriza 
por su máximo radial m fu u− , que ocurre en el eje de simetría del chorro. El confín 
radial del chorro se caracteriza por el radio 
2
ur , donde ( )12f m fu u u u− = − . Por 
consiguiente, el perfil radial de velocidad de acción del chorro puede representarse 
mediante la forma normalizada ( )/2/ /m uU U f R R= , donde 
( ) ( )/ /m f m fU U u u u u= − −  , y /2 /2/ /u uR R r r=  
 
El desarrollo total del chorro se alcanza a la distancia de ocho diámetros de la tobera 
corriente abajo de su salida. Más allá, y dentro de la zona de mezcla del chorro, el perfil 
normalizado de la velocidad media de acción del chorro es esencialmente autosemejante 
(v. figura 12.10). 
Radialmente, el chorro completamente desarrollado se divide en dos zonas: el núcleo 
completamente turbulento y el anillo envolvente.  
La primera zona se extiende hasta, aproximadamente, /2uR R= . 
En su interior, el perfil de distribución de velocidad tiene una forma universal, invariante 
con el número de Craya-Curtet en el intervalo experimental 0 1,2Ct< <  idéntico para 
chorros confinados y chorros libres.  
Fig. 12.10. 
Perfil radial de la 
velocidad de acción de 
chorro en Ct=0,345 
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La segunda zona, que se extiende desde /2  uR R= hasta /22,3 uR R= , es un anillo 
turbulento cuyas características varían con el número de Craya-Curtet, y la distribución 
de velocidad en él difiere de la de los chorros libres. En las zonas sin recirculación, este 
anillo es una región de turbulencia intermitente.  
Las distribuciones de velocidad del flujo confinado en el conducto, determinadas 
experimentalmente, se ajustan mediante las expresiones siguientes: 
1. Hasta aproximadamente /21,2 uR R= , se tiene:  
 ( )( ){ }/ 2 / 2 / am uU U exp ln R R= −  (12.28) 
donde el valor del exponente a  varía entre 1,79 y 1,86 (el valor medio 1,82 es 
óptimo para representar todos los valores experimentales mediante una 
aproximación excelente). 
2. En el anillo variablemente turbulento, la distribución de velocidad en el chorro 
confinado depende de Ct . En /2  uR R> y en regímenes con poca o nula recirculación 
( )Ct > , los resultados experimentales están bien representados por la relación: 
 ( ) ( ){ }2/2/ 1 1 2 / bm uU U R R−= − −  (12.29) 
3. Los valores de b  se encuentran entre 1,45 y 1,55. 
4. En la región de inflexión del perfil de velocidad, la relación entre U  y R  es 
esencialmente lineal en un intervalo /20,6 / 1,1 uR R< < o superior. 
En la figura 12.11, se muestran los valores del factor de forma del perfil de velocidad 1η , 
de cantidad de movimiento 2η  y de energía 3η , en función del número de Craya-Curtet. 
Así, por ejemplo, el perfil de velocidad se define: ( )1/ mU U f η=  , con ( )
2




Dinámica de gases  
 
386 
Para 2,77Ct = , Curtet y Ricou proponen los valores siguientes: 1 1,25η = 1 1,25η = ;
2 0,68η = ; 3 0,455η =  
Crecimiento radial del chorro 
Al analizar el comportamiento del chorro, es conveniente seleccionar un radio de chorro 
característico como primario y sustituir todos los demás (radio de flujo-volumen, radio 
de flujo-cantidad de movimiento, radio de flujo-energía cinética, etc.) por él, 
multiplicado por un factor de proporcionalidad adecuado. Para el estudio del fenómeno 
que nos ocupa, el radio de chorro característico primario seleccionado es el radio de 
velocidad mitad /2ur . Su valor, en función de la distancia corriente abajo normalizada 
/ wX x r= , y con Ct  como parámetro, se muestra en la figura 12.12. El crecimiento 
radial para 0,673Ct =  se expresa: 
 /2 0,084uR X=  (12.30) 
Cerca de la fuente del chorro, allí donde m fU U , el crecimiento radial de un chorro 
confinado se aproxima asintóticamente al del chorro libre sumergido (fluido externo en 
reposo). En la región de flujos con recirculación ( )0 0,7Ct< < , se ha encontrado que 
los valores del radio de velocidad mitad se ajustan bien mediante la ecuación:  
 ( ){ }53/2 0,084 1 /u rR X X X= +  (12.31) 
donde:  
 ( )4,07 3,54rX exp Ct=  (12.32) 
Decaimiento axial de la velocidad de acción de chorro 
El único valor característico lógico de la velocidad de acción del chorro es m fu u− . La 
figura 12.13 muestra la inversa del valor normalizado de m fu u−  ( )( )*0/m m fU u u u= − , 
en función de la distancia corriente abajo normalizada X , con Ct  como parámetro. 
 
Fig. 12.12. 
Crecimiento axial del 
radio velocidad mitad 
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m fu u− ( )( )*0/m m fU u u u= − X Ct  
Una buena correlación de los resultados experimentales es la siguiente: 
 ( ){ }531/ 0,0725 1 /m uU X X X= +  (12.33)  
donde:  
 ( )5,95 3,54uX exp Ct=  (12.34) 
El intervalo total de validez de la ecuación 12.25 es 0 5Ct< < , incluidos los resultados 
experimentales de Craya-Curtet. 
 
Efecto del número de Reynolds del chorro 
Spalding y Ricou4 estudiaron la ley de arrastre del chorro libre emergente en una 
corriente libre estancada. A números de Reynolds suficientemente altos, la tasa de 
arrastre era constante. La figura 12.14 muestra que el efecto del número de Reynolds 
decae a un valor insignificante para 30.000sRe = . 











Decaimiento axial del 
máximo radial de la 




Dependencia de Re del 
radio velocidad media 
 
( )/ 2 /2 Reu ur r → ∞
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Variación axial de la velocidad de la corriente libre 
Dado el campo de la velocidad de acción de chorro de un chorro axisimétrico confinado, 
la variación axial de la velocidad de la corriente libre se sigue de la ecuación de 
continuidad, la cual, despreciada la capa límite de pared, se expresa: 
 21 /2m u fU R U Ctη + =  (12.35)  
En la figura 12.15, se muestran, en función de , X los valores experimentales de fU  en 
el anillo entre la capa límite de la pared y el borde del chorro, y se les compara con los 
valores calculados con las ecuaciones 12.353, 12.33 y 12.31 y los aportados por la curva 
( )1 f Ctη = , representada en la figura 12.11. El efecto de la capa límite de pared sobre 
el flujo medio se tiene en cuenta escribiendo la ecuación 12.35 de la forma: 
 ( )221 /2 1    1    m u fU R U Ctη + − ∆ =  (12.36) 
donde 1∆  es el espesor de desplazamiento normalizado de la capa límite. 
La aparición de recirculación, reflejada por velocidades negativas de la corriente libre, 
es evidente en la figura 12.15. El remolino de recirculación tiene las características bien 
definidas siguientes:  
 
Fig. 12.15. 
Evolución axial de la 
velocidad de la 
corriente libre 
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1. Su borde corriente arriba se sitúa estadísticamente allí donde 0fU =  









Q udr u r
=
= − ∫ rQ 0,33 0,43remQ Ct= − 0 u =  
r remQ Q=   










ud rQ r u
=
= − ∫   (12.37)  
El valor máximo de rQ representa el flujo volumétrico de fluido alrededor del remolino 
de recirculación:  
 0,33 0,43remQ Ct= −  (12.38) 
El ojo del remolino, a cuyo alrededor se invierte el flujo, está localizado en: 
0 u =  y r remQ Q=  
  
La figura 12.16 muestra las coordenadas ,R X  de las fronteras del flujo de recirculación, 
allí donde 0u = . 
 
Zona de mezcla post-chorro 
La figura 12.17 muestra el decaimiento axial del máximo radial de la velocidad media. 
En un flujo con recirculación, hay un marcado cambio en la tasa de decaimiento de la 
velocidad en torno a *0/ 0, 24mu u = ; este cambio señala el principio de la zona de mezcla 
post-chorro.  
Fig. 12.16. 
Fronteras del flujo de 
recirculación,  0u =   
 





La extrapolación de los datos de la figura 12.17 a / 1m ku u =  da el valor de X  para que 
los gradientes de velocidad media desaparezcan efectivamente: 
 ( ) ( )*0/ 1 6 / 0,24m k mu u X u u= = + =  (12.39) 
La figura 12.18 muestra perfiles típicos de distribución radial de velocidad en la zona de 
mezcla post-chorro.  
Una función de distribución simple y satisfactoria es:  
− para 0,14R < → / 1mu u =  y  
− para ( ) ( ){ }m m0,1     u / u 1 R 0,14 u / u / RR > → = − − ∂ ∂  (12.40) 
 
R 
Mezcla de especies. Distribuciones de concentración 
El campo de las diferencias de concentración media en chorro y corriente libre, - ,fγ  
de una especie γ  que deslinda el fluido del chorro fuente es similar a la de sus 
Fig. 12.17. 
Decaimiento axial del 




Perfiles radiales de 
velocidad en la zona de 
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velocidades. La figura 12.19 muestra un típico perfil radial normalizado de dicha 
diferencia de concentración normalizada, ( ) *0/fγ γ γΓ = − .  
Para el núcleo totalmente turbulento, la función que representa dicho perfil se escribe:   
 
( )( ){ }/ 2 / 2 / am exp ln R RγΓ Γ = −
 (12.41) 
El exponente a  varía ligeramente con /2/R Rγ ; algunos de sus valores son los siguientes: 
2/R Rγ  0,2 0,3 0,4 0,5 0,6-1,0 
a 2,00 1,97 1,95 1,92 1,90 
 
/20,5 / 1,2R Rγ< < 0,01±    ;  1,2 Ct =  
 
La región intermedia lineal del perfil de concentración se extiende sobre el intervalo 
/20,5 / 1,2R Rγ< < ; el valor obtenido de la pendiente es 0,66 0,01± . 
En el anillo variablemente turbulento, el perfil de concentración no se autoconserva pero, 
excepto a 1,2 Ct = , la desviación es pequeña. 
El borde de la distribución de concentración en el chorro es considerablemente más 
difuso que el borde de la distribución de velocidad, y no se ha encontrado una función 
simple de distribución que ajuste suficientemente bien todos los valores en el anillo 
turbulento. No obstante, para valores de  Ct mayores que 0,345, una distribución que 
ajusta, por término medio, bastante bien los resultados es la siguiente: 
 ( ) ( ){ }21/3 /2/ 1 1 2 / bm R Rγ−Γ Γ = − −  (12.42) 
Fig. 12.19. 
Perfil radial de 
concentración en la 
zona de acción de 
chorro a Ct=0,673 
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En la región /21 / 1,8 R Rγ< < , un buen ajuste medio se consigue tomando, para el 
exponente b , el valor 2 3 . 
La teoría del campo de diferencias de concentración chorro-corriente libre recurre a dos 
















mr U U drγ = Γ Γ∫  
Los valores medios de los factores de forma 2 2/2/ ur rγ γη =  y 
2 2
,1 ,1 /2/ ur rγ γη =  son 2,1 y 
0,845, respectivamente. 
Cuando el campo de velocidad media y los factores de forma η son conocidos, el máximo 
radial de la concentración en la región de acción del chorro viene dado por la ecuación 
de conservación de la especie del chorro: 
 ,1 m mUγη Γ + 1                m f fU Ctγη Γ + Γ =  (12.43) 
Para el chorro libre, la expresión correspondiente es: 
 0,16 /m s s sx j iγ ρ=  (12.44)  
La concentración en la corriente libre se considera uniforme a lo largo del radio, excepto 
en las zonas de recirculación, donde la concentración es la misma que la del chorro, pues 
se supone que el fluido en ella procede exclusivamente de él, mayoritariamente de la 
región donde el chorro se acerca a la pared del conducto y la turbulencia de la corriente 
es muy alta. 
La figura 12.20 muestra la concentración normalizada de la corriente libre fCtΓ  en 
función de X y del parámetro Ct. La extrapolación lineal de los datos para 0,212 Ct =  y 
0,345 a 0fΓ =  y 1f CtΓ =  da una longitud efectiva de la zona de recirculación de dos 
radios de conducto en cuanto a las variaciones de concentración media. 
 
(Ver [Sch80] [Bch74], ref 6) 
Fig. 12.20. 
Evolución axial de la 
concentración en la 
corriente libre [BCh74] 
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12.4 Chorros inyectados en una corriente paralela. Chorros 
coaxiales 
Se trata de un sistema caracterizado por un chorro que es inyectado en una corriente 
principal, de modo que la dirección de la corriente principal y la del chorro es la misma. 
Suponiendo despreciable la influencia del espesor de la pared de la tobera, Squire y 
Trouncer7 estudian teóricamente el flujo que resulta de la inyección de un chorro circular 
en una corriente general cuya dirección es la misma que la del chorro inyectado. Fostall 
y Shapiro8 realizan un estudio experimental del caso del flujo axisimétrico, y Alpinieri9 
investiga la mezcla turbulenta de chorros coaxiales.  
Puesto que la mezcla turbulenta depende de los gradientes de velocidad, cabe esperar 
que, a medida que la velocidad del fluido de la corriente externa aumenta, manteniéndose 
siempre por debajo de la velocidad del chorro, los gradientes de velocidad y mezcla entre 
el chorro y la corriente externa se reduzcan hasta que se alcance un mínimo mezclado, o 
sea, cuando la velocidad de chorro es la misma que la velocidad de la corriente externa. 
Cuando la velocidad de la corriente externa se incrementa con respecto a la velocidad 
del chorro, se restablecen los gradientes y la mezcla aumenta. También aumenta el 
tamaño del núcleo potencial hasta que se extiende a través de todo el campo de flujo, 
cuando la velocidad del chorro y la velocidad de la corriente externa son idénticas. Squire 
y Trouncer deducen, por integración de la cantidad de movimiento utilizando una 
longitud de mezcla, la siguiente ecuación de la distribución de velocidad axial en la 





su u r ru cos
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π
  − −
= −  −   
(12.45) 
donde 2r  y 1r  son los radios externo e interno de la región de mezcla, respectivamente; 
su es la velocidad de la corriente externa, y 0u es la velocidad inicial del chorro.
12.3 Chorros coaxiales y chorros transversales 
En este apartado, se exponen los conocimientos esenciales del flujo que resulta de la 
interacción de un chorro inyectado en la dirección paralela y en la dirección normal a 
una corriente. 
(Ver [BCh74]) 




La figura 12.21 muestra el decaimiento, predicho por Squire y Trouncer, de la velocidad 
a lo largo del eje de un chorro circular en una corriente de la misma dirección para valores 
de λ (relación entre la velocidad de la corriente y la velocidad de salida del chorro) 
inferiores a 1.  
En la gráfica, se muestran también los resultados experimentales de Alpinieri para 
valores de λ mayores que 1.  
Las predicciones de Squire y Trouncer son, a efectos prácticos, adecuadas para predecir 
las fronteras mitad de la mezcla, como Landis y Shapiro10 han verificado 
experimentalmente. Sus resultados muestran claramente que los valores de las 
propiedades en la región de mezcla son una función de la relación de velocidad para 
cualquiera de las velocidades absolutas de las dos corrientes. Estos autores presentan sus 
resultados en términos de la longitud del núcleo potencial, cuyo valor para λ < 1, 






λ= +  (12.46)  
En la región totalmente desarrollada, el decaimiento de velocidad a lo largo del eje viene 




















=   
 
 (12.48) 
donde 0,5y es la posición radial en que la velocidad es igual a ( )0,5 min maxu u+ . 
Fig. 12.21. 
Decaimiento de la 
velocidad a lo largo del 
eje de un chorro circular 
inyectado en una co-
corriente [BCh74] 
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= +   −    
 (12.49) 
Alpinieri centró sus estudios al caso λ > 1 (interesado en la aplicación de los resultados 
a estudios de estelas de cohetes y cámaras de combustión de estatorreactores (ramjet), 
donde la velocidad central del chorro con frecuencia es menor que la de la corriente 
externa). 
 
Los resultados se muestran en la figura 12.22, que representa el decaimiento de 
concentración a lo largo de la línea central de un chorro circular en una corriente de la 
misma dirección, dependiente de la relación de velocidades corriente-chorro y de la 
relación de densidades. El decaimiento de velocidad a lo largo del eje de un chorro de 
CO2 en aire para valores de λ 1,28, 1,55 y 2,13 se muestra en la figura 12.23. 
Los experimentos realizados con grandes diferencias de densidad corriente-chorro 
caliente muestran que la disminución de la densidad del fluido del chorro con respecto a 




Líneas de velocidad 
mitad de chorros 
circulares en una co-
corriente. [BCh74] 
Fig. 12.23. 
Líneas de velocidad 
mitad de chorros 
circulares en una co-
corriente. 
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Chorros inyectados en una corriente transversal 
En este apartado, se exponen algunos conocimientos sobre el fenómeno de interacción 
de un chorro con una corriente transversal, que, por supuesto, da lugar a campos de flujo 
tridimensional de un tipo generalmente diferente de los que ocurren en los fenómenos de 
interacción coaxial. Esta clase de flujos se encuentran habitualmente, por ejemplo, en la 





Los chorros que se inyectan a una corriente principal en una dirección que forma un 





Esquema del campo de 






Contornos de presión 
total y estática (línea de 
trazos) correspondientes 
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El flujo que rodea al chorro se desacelera corriente arriba del chorro y crea una región 
de presión de remanso, mientras que se desarrolla una región de baja presión en la estela 
del chorro. Corriente abajo del chorro, en la corriente principal, se forman un par de 
vórtices contrarrotantes, similar al que se forma en la estela de un cuerpo cilíndrico 
normal a la corriente. La mezcla del chorro y la corriente principal se activa por la acción 
de las tensiones de cortadura laterales adicionales.  
Esto tiene el efecto de acortar el núcleo potencial, a la vez que la velocidad y la 
concentración decaen mucho más que en los chorros sumergidos, a medida que la 
distancia desde la tobera aumenta. 
La diferencia de presión entre la región de remanso corriente arriba y la de estela a través 
del chorro causa su desviación, a la vez que la sección transversal del chorro cambia de 
configuración y pasa de su forma circular a una arriñonada (v. figuras 12.24 y 12.25). 
La figura 12.27 representa las trayectorias, determinadas por Patrick,11 del chorro que 
penetra en ángulo recto en una corriente principal cuya velocidad es de 8 m/s. A partir 
de las medidas de velocidad y de concentración, se determina la posición del eje del 










;       ( ) ( )2 2 20 0/ /s j V Uλ ρ ρ=  (12.50) 
en el intervalo  0 0,152λ≤ ≤  para sistemas en que la densidad no es constante. El valor 
de  n es 0,34 para los datos de concentración, y 0,38 para los datos de velocidad. Tanto 
el decaimiento de velocidad como el de concentración a lo largo del eje son funciones 
de la distancia adimensional a lo largo del arco. Patrick dedujo las expresiones siguientes: 





= +  
 
 (12.51) 
donde 1k y 2k son constantes para un valor dado de λ . 










= −  
   
  (12.52)  
Fig. 12.26. 
ξ, longitud a lo largo del 
arco; jd , diámetro del 
chorro 
 





La caracterización de un chorro transversal inyectado en una corriente externa de 
velocidad uniforme U∞  requiere conocer la variación de velocidad a lo largo de la línea 
central del chorro; la distribución de velocidad a través del chorro en la dirección η 
identificada en la figura 12.26; la penetración del chorro, definida por su valor mitad h
h ; su diseminación en las direcciones ,z ζ , y el coeficiente de arrastre. 
Las figuras 12.28, 12.29, 12.30, 12.31 y 12.32 muestran, a partir de los resultados 
experimentales de Keffer y Baines13 y de Pratte y Baines,14 la evolución de las 






Fig. 12.28.  
Variación de la velocidad 
a lo largo de la línea  
central en la dirección de 
la trayectoria del chorro, 
medida a partir de su 
origen virtual,13 en 
chorro libre [SCh80]                                   
 





En la figura 12.31, se muestra la extensión en la dirección ζ de un chorro transversal y, 
en la figura 12.32, la extensión en la dirección  de un chorro transversal. 
 
 
Fig. 12.29.  
Perfiles de distribución 
de velocidad a través del 




 Correlación de la 
trayectoria de la línea 
central a lo largo del 
arco para un chorro 
transversal inyectado 
a 90º14           
 
Fig. 12.31. 
Extensión en la 
dirección ζ de un chorro 
transversal14 [BCh80] 
 




Si interesa conocer la capacidad de mezclado del chorro inyectado, es necesario 
determinar el decaimiento de la concentración de fluido de chorro en la dirección axial. 
A tal efecto, cabe utilizar la relación empírica (12.52). Esta relación se aplica en el rango 
0 0,152λ≤ ≤  y para valores de 0/S d  y λ con un valor de C inferior a su valor inicial 
unidad. Los valores de 0/S d  que dan 1C ≥  corresponden a puntos que se encuentran 
dentro de un “núcleo potencial de concentración”. En la figura 12.33, se muestra la 
mezcla acelerada entre chorro y fluido envolvente debida al flujo transversal, en que el 
alcance de la extensión de los chorros transversales viene dado en función de la distancia 
0/y d . La frontera del chorro está definida por el radio, en que la concentración es la 
mitad de la del chorro 0,sr  y representa la distancia, en la dirección de la corriente 
principal, entre el eje y los puntos donde la concentración ha descendido a la mitad del 
valor máximo del perfil de concentración. Para cada distancia a través de la corriente
0/y d , se dan dos valores de 0,5r : uno corriente arriba y otro corriente abajo del chorro.  
 
Fig. 12.32. 
Extensión en la 
dirección z de un chorro 
transversal14  [BCh80] 
 
Fig. 12.33.  
Extensión de chorros 
transversales11 [BCh74]] 
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En la figura 12.34, se muestra el coeficiente de arrastre de fluido ambiente en función de 
la longitud del arco a lo largo del eje del chorro-penacho. 
 
(Ver [BCh74] y [Sch80]) 
12.5 Chorros anulares 
En primer lugar, hay que tener presente que las configuraciones de chorros anulares 
básicamente son dos: los chorros anulares no ventilados y los chorros anulares 
ventilados. 
Los chorros anulares no ventilados son originados en una tobera anular cuya parte circular 
interior está cerrada, ya sea porque forma parte del cuerpo sólido de la tobera, o bien porque 
se prolonga en un cuerpo cilíndrico o en una ojiva. Los chorros circulares ventilados son 
originados en una tobera anular cuyo círculo interior es prácticamente un orificio por el 
cual puede comunicarse con el medio ambiente o introducir otro fluido con alguna 
característica diferente de la del fluido de la tobera. Las toberas no ventiladas se aplican en 
los quemadores industriales, en las turbinas de gas y en turbomáquinas similares; las 
ventiladas encuentran su principal aplicación en los sistemas de control ambiental. 
En los chorros anulares cuyo origen es una tobera ventilada, el arrastre y el patrón de 
flujo inducido son modificados por la influencia del orificio interno, de modo que las 
condiciones fluidodinámicas en él ofrecen un medio potencialmente efectivo de control 
del flujo. 
Mientras son muchos los estudios realizados sobre los chorros anulares “no ventilados”, 
son relativamente pocos los que se han llevado a cabo sobre los chorros anulares 
“ventilados”. 
El chorro anular es un ejemplo de flujo de cortadura complejo. Chan y Ko15 resumen los 
conocimientos acumulados sobre este tipo de chorros. Estos investigadores proponen un 
modelo simplificado de este tipo de estructuras de flujo, que consiste básicamente en 
suponer constituido el chorro por tres regiones: emergente, intermedia y completamente 
Fig. 12.34.  
Coeficiente de arrastre 
en función de la longitud 
de arco a lo largo de la 
trayectoria del chorro13 
[BCh74]] 
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desarrollada, en que se observa semejanza de los perfiles de la velocidad media y la 
intensidad de turbulencia. 
Los chorros anulares han sido estudiados como caso límite de los chorros coaxiales por 
Chigier y Beér,16 y Williams, Ali y Anderson,17 entre otros. Puesto que la configuración 
del chorro anular adoptada por estos autores es del tipo “no ventilado”, se constituye una 
región de recirculación interna que ocupa un espacio limitado por el plano de descarga 
de la tobera, la interfaz interna del chorro anular y el punto donde esta converge. Los 
aspectos más interesantes de este tipo de flujo son, precisamente, la zona de recirculación 
cerca de la tobera y el punto de remanso, cuya distancia a la salida de la tobera representa 
la longitud del vórtice interno. 
En sus regiones totalmente desarrolladas (de 8 a 10 diámetros de tobera corriente abajo), 
los chorros anular y coaxial muestran unos patrones de flujo similares a los de los chorros 
circulares. Sin embargo, hay un desplazamiento del origen; es decir, la distancia axial x  
ha de ser sustituida por ( )x a+  en las ecuaciones que expresan la velocidad, la 
concentración y el arrastre a lo largo del eje. Próximo a la tobera, el chorro anular 
establece, como ya se ha mencionado, una zona de baja presión, con un vórtice anular 
cerrado asociado en la región central del chorro. Tales vórtices se encuentran también en 
la estela de la interfaz anular entre los chorros coaxiales. Por consiguiente, la región 
próxima a la tobera está afectada considerablemente por la geometría de tobera de ambos 
tipos de chorro, anular y coaxial. 
Chigier y Beér16 han determinado experimentalmente los valores del desplazamiento del 
origen del chorro para un amplio rango de valores de la relación λ de velocidad del chorro 
anular a la del chorro central de chorros coaxiales (v. figura 12.35). 
El valor del diámetro de tobera equivalente ´0d  para un sistema de doble chorro coaxial 

















 (12.53)  
donde cm  y am  son los flujos másicos del chorro central y del chorro anular, 





origen a/d’o efectivo del 
chorro en función de la 
relación de velocidad γ  
[BCh74]] 
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Para el chorro central solo, la velocidad característica es la velocidad media de salida 
0cu  a través de la tobera central de diámetro d . La longitud del núcleo central depende 
de la forma de la tobera y de la intensidad de turbulencia generada antes de la salida de 
tobera. 
La figura 12.36 muestra la variación de la velocidad relativa del fluido a lo largo del eje 
del chorro central en función de la distancia a la tobera y de la velocidad del fluido en el 
chorro anular, como parámetro. Se constata que, para λ 0,08 = , la velocidad del fluido 
a lo largo de la línea central permanece constante hasta una distancia a partir de la tobera 
de cuatro veces su diámetro, y que, para 2,35λ = , el chorro anular absorbe 
completamente el chorro central. La velocidad a lo largo de la línea central tiende a 












A medida que la velocidad de salida del chorro anular aumenta, la longitud del núcleo 
potencial del chorro central disminuye, y el decaimiento de la velocidad del fluido a lo 
largo de la línea central es más rápido. 
 
La figura 12.37 muestra la influencia del chorro central sobre la longitud del núcleo 
potencial y sobre el decaimiento de la velocidad máxima del fluido del chorro anular. Se 
observa que la longitud del núcleo potencial del chorro anular, más difícil de distinguir 
que la del chorro central, disminuye a medida que la velocidad del fluido del chorro 
central aumenta, y que el decaimiento de la velocidad máxima del fluido en el chorro 
anular aumenta hasta que es absorbido por el chorro central. 
Fig. 12.36. 
Influencia del chorro 
anular sobre el núcleo 
potencial y el 
decaimiento de 
velocidad del chorro 
central18,20  
[BCh74]] 





12.6 Chorros turbulentos anulares con remolino 
Los estudios experimentales muestran que el remolino da lugar a efectos de gran escala 
sobre los campos de flujo: el crecimiento del chorro, el arrastre y el decaimiento (para 
los chorros inertes) y el tamaño de la llama, la forma, la estabilidad y la intensidad de la 
combustión (para los flujos reactivos) se ven afectados por el grado de remolino 
imprimido al flujo. 
Los chorros turbulentos anulares con remolino tienen aplicaciones muy diversas; entre 
ellas, acaso la más importante sea en los quemadores de combustibles líquidos 
atomizados, como medio de control de las llamas en las cámaras de combustión; también, 
por ejemplo, en algunos tipos de atomizadores, en los amplificadores de vórtice, en los 
separadores de ciclón y en las toberas de inyección de N2, para controlar el espesor de la 
capa de zinc en el proceso de galvanizado del alambre. 
La aerodinámica del chorro turbulento con remolino combina las características del 
movimiento de rotación con los fenómenos de turbulencia libre propios de los chorros y 
estelas. Cuando se imprime un movimiento de rotación a un fluido corriente arriba de un 
orificio, el flujo que emerge de él tiene una componente tangencial de velocidad, además 
de las componentes radial y axial del chorro convencional. La presencia de remolino 
provoca el establecimiento de gradientes de presión radial y axial, los cuales, a su vez, 
influyen en el campo de flujo. En caso de remolino fuerte, el gradiente de presión axial 
adverso es lo suficientemente grande para dar lugar a un reflujo a lo largo del eje, 
estableciendo una zona de recirculación interna. La figura 12.37 muestra las líneas de 
corriente del torbellino de recirculación en un chorro con remolino de intensidad 
S = 1,57. 
Fig. 12.37. 
Líneas de corriente del 
torbellino de 
recirculación de un 
chorro con remolino, 
 18,20  [BCh74]] 
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Conocida la distribución de velocidad tangencial, w, en el chorro, la distribución de 
presión en él satisface la ecuación: 
 
2
  dP w
dr r
ρ=  (12.55) 
La baja presión en el núcleo central del flujo rotante promueve un gradiente de presión 
axial adverso que, en caso de torbellino intenso, se transforma en un reflujo que establece 
un vórtice toroidal central. 
La presencia del vórtice toroidal provoca la expansión rápida de las fronteras externas 
del chorro en cuanto el chorro emerge del orificio anular. Esta expansión inicial no tiene 
nada que ver con el arrastre de fluido ambiente en torno a la frontera exterior del chorro. 
La longitud del núcleo del vórtice toroidal, definida como la distancia desde el centro del 
orificio anular hasta el punto de inicio del reflujo, aumenta a medida que lo hace el grado 
de remolino. 
Los métodos para inducir rotación en una corriente se pueden dividir en tres categorías 
principales: 
− Entrada tangencial de una corriente de fluido en un conducto cilíndrico. 
− Utilización de una corona de álabes guía en un tubo con flujo axial. 
− Rotación de dispositivos mecánicos que imprimen un movimiento de remolino 
al fluido que pasa a través de ellos. 
En este apartado, se exponen las características de los chorros turbulentos anulares en 
que se ha inducido un remolino por corona de álabes guía, o sea, del tipo (2). Muchos de 
los generadores de remolino en quemadores industriales están equipados con una cascada 
de álabes guía, montada en un tubo con flujo axial. La variación de la intensidad de 
remolino en estos quemadores se logra ajustando la orientación de los álabes con respecto 
a la dirección axial de la corriente que llega a ellos. Las principales características 
fluidodinámicas de los chorros libres con remolino son el flujo axial de la cantidad de 











xG u rdr p rdr Cteρ π π= + =∫ ∫   (12.57) 
En ambas ecuaciones, ,   w u y p  son las componentes tangencial y axial de la velocidad y 
la presión estática del fluido, respectivamente, en cualquier sección del chorro. 
Dado que ambas magnitudes sirven para caracterizar el comportamiento aerodinámico 
del chorro, Chigier y Beér18 recomiendan utilizar un criterio adimensional de intensidad 
de remolino basado en dichas magnitudes: el número de remolino S, cuya expresión es:  
 / xS G G Rϕ=   (12.58) 
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El cálculo del número de remolino a partir de las ecuaciones 12.56, 12.57 y 12.58 
requiere mediciones precisas de las distribuciones de velocidad y de presión estática en 
una sección transversal del chorro con remolino. Si bien la medición de las velocidades 
no presenta obstáculos importantes, la de la distribución de la presión estática no tiene 
sentido, pues varía de sección en sección y depende de cómo se produce la expansión del 
chorro; por ello, es habitual definir el número de remolino sin tener en cuenta el término 
integral de la ecuación 12.57. Así, una buena aproximación al número de remolino se 
define por la expresión: 









xG u rdrπ ρ= ∫  (12.59) 
A título informativo del alcance práctico, a continuación se indican las magnitudes 
características del generador de remolino de cascada de álabes guía (v. figura 12.38). 
 
Sean m , 1w , 1v  el flujo másico, la velocidad tangencial media y la velocidad radial 
media, respectivamente, del fluido en la salida de la cascada, cuyo radio es 1R . 











ϕ= , que sirven para definir 
un parámetro, 𝜎𝜎 1 1/w v= , característico de este tipo de generador de remolino, que 
depende solo de las dimensiones geométricas de la cascada de álabes guía del generador. 










donde 1/ 2zs R cosψ π α=  es un factor de bloqueo que tiene en cuenta el número finito de 
álabes en la cascada y su espesor. La gráfica de la figura muestra la desviación de la 
teoría con respecto a los valores experimentales en los generadores cuyo ángulo de 
inclinación de los álabes es elevado. 
Fig. 12.38. 
Cascada de álabes guía 
en flujo radial18  
[BCh74]]  
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En el libro de Beér y Chigier, se describen otros tipos de generadores de remolino y se 
explica cómo se calculan las magnitudes que caracterizan el flujo de remolino.  
12.6.1 Grados de remolino y sus características 
En general, los grados de remolino son dos: el remolino débil, que se caracteriza por un 
número de remolino 0,6S < , y el remolino fuerte, siempre que S  es mayor que 0,6. 
El efecto principal del remolino es el incremento de la tasa de arrastre de fluido externo, 
que da lugar a un descenso progresivo de la velocidad. Los perfiles de velocidad axial se 
mantienen gaussianos hasta un número de remolino de 0,5 y, ulteriormente, las 
velocidades axiales máximas se encuentran en una posición desplazada del eje del 
chorro, lo cual promueve un perfil de velocidad del tipo de doble joroba, que acabará 
iniciando un reflujo para valores de S  mayores que 0,6.  
En los casos de remolino débil, los gradientes de presión axial no son lo suficientemente 
grandes para causar la recirculación interna.  
Remolino débil, S < 0,6 
A partir de los resultados experimentales recopilados por Beér y Lee,24 se han trazado 
curvas de las distribuciones espaciales de los valores medios temporales de las 
velocidades del fluido de flujos de chorro libre con remolino débil, que se han ajustado 
del modo siguiente: 
Desarrollo corriente abajo a partir de la estación donde las componentes de velocidad 
u  o w  son máximas 
( )0 1 1/ /m mu u k f d x a= +  
 ( )0 2 2 / /m mw w k f d x a= +  (12.61) 
( ) 42 10 1 2 /min mp p w k f d x aρ −∞ − = +    
Ecuaciones de los perfiles de distribución a través de la corriente de , ,   u v w y p  
( )2/ m uu u exp k ξ= −  
 2 3/ mw w C D Eξ ξ ξ= + +  (12.62) 
2/ mv u F Gξ ξ= +  
( ) ( ) ( )2/ min pp p p p exp k ξ∞ ∞− − = −  
donde: 
( )/r x aξ = + , 2,3a d= , ( )92 1 6uk S= + , ( )21 6,8 1 6,8k S= + , 2 5,3k =  
( )150 1 8pk S= + , 2 /F s r=  y 2/G s r= −  
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La tabla 12.125 incluye los parámetros de ajuste de curva utilizados en las anteriores 
ecuaciones y, además, el valor medio de velocidad axial y el valor máximo de la 
velocidad axial y de la velocidad de remolino. 
Entre otras características de los remolinos débiles, cabe destacar las siguientes: 
− La semejanza de los perfiles de distribución radial de la velocidad axial se 
mantiene hasta una distancia desde la tobera / 2x d =  para valores del número 
de remolino del orden de 0,4, como máximo.  
− Los perfiles de velocidad axial satisfacen la ecuación: 
 ( )22/ /m uu u exp k r x a = − +  ( )
22/ /m uu u exp k r x a = − +    (12.63) 
Fig. 12.39. 
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− donde a  es la distancia al origen aparente del chorro y uk uk , constante de la 
distribución, viene dada por la expresión empírica:  
 ( )92 / 1 6uk S= + ( )92 / 1 6uk S= +  (12.64) 
− La región interna del perfil de velocidad de remolino es casi lineal, 
correspondiente a la rotación de un cuerpo sólido, con un tamaño que aumenta 
gradualmente de ( )/ 0,1r x a+ =  a 0,2, a medida que aumenta el remolino, y 
después pasa a ser de 0,1, hasta que el valor del número de remolino es tal que 
aparece una zona de recirculación (v. figura 12.40). 
 
Por el contrario, la región exterior muestra un movimiento del tipo vórtice libre. 
− El núcleo potencial se extiende hasta una distancia de dos diámetros desde el 
orificio y, a partir de una distancia de cuatro diámetros a lo largo del eje, 
prevalece un decaimiento hiperbólico del valor máximo de la velocidad axial, 
definido por la ecuación: 
 ( ) ( )2/ 6,8 1 6,8 /m mou u S d x a = + +   (12.65) 
− El decaimiento de la máxima velocidad de remolino es independiente del 
número de remolino. La constante de decaimiento de la velocidad de remolino 
es igual a (a/d)2. ( )2/a d  
− El ángulo de ensanchamiento del chorro, α, , α medido entre el eje del chorro y 
la línea u = 0,5 um 0,5 mu u= , aumenta, con S tendiendo a alcanzar un valor 
asintótico; no obstante, hay que tener presente que este comportamiento 
depende de si existe o no una pared normal al eje del chorro en el plano del 
orificio de salida. Para remolinos débiles, los resultados experimentales 
satisfacen la relación: 
 4,8 14Sα = +   (12.66) 
Como consecuencia del ensanchamiento del chorro, el arrastre de fluido entorno 
aumenta y causa un decaimiento de velocidad (y de la concentración de fluido del 
chorro, si este es distinto del fluido arrastrado) tanto mayor cuanto mayor es la 
distancia al orificio (v. figura 12.41). 
Fig. 12.40. 
Tamañp de la zona de 
recirculación 
 [Bh74] 




Una vez el chorro ha alcanzado su desarrollo pleno, las componentes axial y radial 
de la velocidad decaen como 1x−  y la componente tangencial como 2x− , tal como 
predice la teoría. 
− El flujo másico de fluido arrastrado del medio entorno varía linealmente con x, 
conforme a la ecuación:  
 ( )0/ 0,32 0,8 /em m S x d= +   (12.67) 
Remolino fuerte, S > 0,6 
Alcanzado un valor del número de remolino superior a 0,6, el gradiente de presión 
adversa a lo largo del eje del chorro se impone al valor de la energía cinética del fluido 
en tal dirección. Como consecuencia, se establece un flujo de recirculación en la parte 
central del chorro entre dos puntos de estancamiento. Esta zona de recirculación, que 
tiene la forma de un vórtice toroidal, desempeña un papel importante en la estabilización 
de las llamas de difusión, ya que constituye una zona de muy buena mezcla de los 
productos de combustión y actúa como un almacén de calor y de especies químicamente 
activas, localizado en el centro del chorro, cerca de la salida de combustible. Más 
adelante, trataremos de ello con más detalle. 
En el interior del generador de remolino, la distribución de velocidad tangencial adopta 
la forma del vórtice libre-forzado de Rankine, que decae a una distribución de vórtice 
forzado en el plano de salida. 
El comportamiento de los flujos con alto valor del número de remolino es complejo y su 
descripción resulta complicada, por las diversas inestabilidades y cambios en los 
patrones de flujo que resultan de variaciones en el número de Reynolds y en el número 
de remolino. Sarpkaya26 ha demostrado que, a un número de Reynolds inferior a 103 y 
con un número de remolino mayor que 0,6, ocurre habitualmente una distribución de 
velocidad tangencial del tipo de vórtice forzado y un perfil de distribución de velocidad 
axial casi uniforme en la garganta de salida del generador de remolino. A medida que el 
número de Reynolds aumenta, se desarrolla una inestabilidad, fenómeno denominado 
“derrumbre del vórtice”, que se manifiesta inicialmente como una pequeña burbuja 
Fig. 12.41. 
Decaimiento de los 
valores máximos de las 
componentes axial, 
radial y tangencial de la 
velocidad a lo largo de 
los chorros [BCh74[ 
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cerrada de fluido circulante en el eje de simetría. Después, a corta distancia, el flujo 
retorna a una forma estable, y entonces se derrumba de nuevo. Faler y Leibovich27 han 
demostrado que existen en total seis modos de ruptura del núcleo vórtice, a medida que 
varían el número de Reynolds y la circulación del flujo. 
Cuándo y dónde ocurre el derrumbe del vórtice es una función de Re y de S, cuyo 
conocimiento es de sumo interés. Sin embargo, por la información disponible, al parecer 
el fenómeno de “derrumbe del vórtice” todavía no ha sido comprendido totalmente. 
Una vez ha ocurrido este fenómeno, aparecen dos posibles estados de flujo principales, 
cuyas características respectivas son: 
− Flujos que contienen una gran inestabilidad tridimensional dependiente del 
tiempo, que se denomina núcleo del vórtice predecesor (en inglés, PVC). 
− Flujos en que la amplitud del núcleo del vórtice predecesor está amortiguada, 
al menos, una orden de magnitud. 
Que ocurra uno u otro de estos dos estados de flujo depende de las diversas restricciones 
geométricas y físicas impuestas. 
A medida que el PVC deja el generador de remolino, su divergencia respecto del eje de 
simetría continua de tal manera que, en / 0,8  ex D > , una gran parte del movimiento 
tridimensional dependiente del tiempo parece que se ha disipado. En la salida, se forma 
un gran remolino en la dirección radial-axial, justo dentro del sendero del PVC. Si los 
valores del número de Reynolds son bajos, este remolino es estable, pero a medida que 
Re aumenta es aparentemente sembrado desde cada uno de los lados del generador del 
remolino, después de que pase el PVC. 
El fenómeno del PVC y las inestabilidades que conlleva explican el muy alto nivel de 
turbulencia que se mide en el generador de remolino con entradas axial y tangencial, 
cuya configuración se muestra en la figura 12.42. 
 
 
(Ver [BCh74] [Sch80]) 
 
Fig. 12.42. 
Esquema de quemador 
con remolino de 
entradas axial y 
tangencial20 [BCh74[ 
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12.7 Interacción, en cámaras de combustión, de chorros turbulentos 
de aire con remolino y atomizados de combustible 
La interacción de flujos de torbellino con la termocinética de combustión es un fenómeno 
complejo e importante, pues la combustión tiene un efecto decisivo sobre el PVC y, por 
consiguiente, sobre la aerodinámica del flujo generado en los quemadores con remolino. 
El PVC puede ser excitado o bien amortiguado meramente alterando el modo de entrada 
del combustible. 
En el libro Swirl Flow,25 se encuentra una tabla donde se resumen las características de 
la llama que resulta de diferentes modos de entrada del combustible. En este apartado, 
exponemos únicamente los efectos de interacción de los chorros turbulentos con 
remolino, con los atomizados de combustible líquidos y la termocinética de combustión 
de gota, puesto que consideramos que esta técnica de combustión es la de mayor 
complejidad. 
Los combustibles líquidos se inyectan en cámaras de combustión por medio de 
atomizadores, cuya misión es desintegrar una lámina fina de combustible en gotas con 
una distribución de tamaños especificada y controlar, en parte, la distribución espacial 
de las mismas.  
La mayoría de combustibles líquidos utilizados en la práctica, fuelóleos ligeros y 
pesados, se atomizan en gotas con una distribución de tamaños cuyo valor medio se sitúa 
entre los 75 y los 130 μm  µm  y un tamaño máximo inferior a 250 μm.  .µm  
 
La figura 12.43 muestra dos configuraciones de atomizador. Uno de los atomizadores 
más utilizados es el de chorro a presión (v. figura 12.43a). En este tipo de atomizador, el 
líquido entra tangencialmente en una cámara de remolino, de la cual emerge por un 
orificio en forma de una lámina cónica.  
Fig. 12.43. 
Tipos de atomizador20  
[BCh74[ 
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En el atomizador de fluido gemelo (v. figura 12.43c), una corriente de gas a alta 
velocidad impacta sobre una corriente de líquido a velocidad relativamente baja, ya sea 
en el interior del propio atomizador o en el exterior.  
En caso de atomizado en una cámara de combustión, dado su tamaño limitado, es 
necesario reducir la longitud de penetración del atomizado, lo cual solo se puede 
conseguir cuando existe una diferencia de velocidad significativa entre la lámina líquida 
que ha de ser atomizada y la corriente de aire ambiente confluente. Así ocurre en los 
atomizadores por soplado de aire: la película líquida es expuesta a una corriente de aire 
de alta velocidad. 
El proceso complejo de formación de una gota a partir de una lámina delgada de líquido 




El principio fundamental de la desintegración de un líquido consiste en incrementar su 
superficie hasta que deviene inestable. Las inestabilidades hidrodinámicas que 
intervienen en el proceso de rotura conducen a una atomización primaria de la vena 
líquida para formar filamentos que ulteriormente, siguiendo el mecanismo clásico 
postulado por Lord Rayleigh, rompen corriente abajo en hilera de gotas como resultado 
de la interacción con el flujo de gas turbulento envolvente en la región de atomización 
secundaria. 
Weber demostró que, para líquidos viscosos, la longitud de onda óptima para rotura de 
chorro es: 
 2 π ( )1 3j l jd dη ρ γ
− +  
 (12.68) 
Procede ahora exponer la influencia de la interacción, en cámaras de combustión, de los 
chorros turbulentos anulares con torbellino de aire y el atomizado de combustible líquido. 
Un enfoque primario pretende examinar el efecto del acoplamiento entre turbulencia, 
evaporación, mezcla y combustión. En relación con estos aspectos del proceso de 
combustión, procede introducir alguna precisión. 
El chorro turbulento con remolino de aire afecta la longitud y la trayectoria de la lámina 
de combustible líquido, el grado de atomización y la distribución inicial de los tamaños 
de gota, el grado de mezclado de combustible/aire, la velocidad de combustión, la 
Fig. 12.44. 
Esquema del proceso 
idealizado de formación 
de una gota a partir de 
una lámina líquida22 
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estabilidad de llama y, lo que es más importante, las trayectorias de las gotas en el 
atomizado que se ven afectadas por las corrientes de aire. 
En la figura 12.45, se muestra las diferentes regiones de atomización y combustión en 
que influye el chorro anular con remolino. 
De los resultados experimentales sobre atomización, se desprende que casi todas las 
gotas formadas tienen velocidades inferiores a la de la lámina de procedencia. Los límites 
de distribución de velocidad son muy amplios, particularmente para tamaños de gota 
inferiores a 100 µm, cuyas velocidades van desde aproximadamente 35 m/s (velocidad 
de la lámina al desintegrarse) hasta la velocidad de la corriente de aire, aproximadamente 
15 m/s. 
Las trayectorias de gota también varían. Inicialmente, sus ángulos se encuentran en el 
intervalo de 10º a 70º en caso de gotas de 100 µm, procedentes de una lámina cónica de 
42º, aproximadamente. Las gotas de mayor tamaño tienden a adquirir un ángulo de 
trayectoria y una velocidad inicial próximas a las de la lámina líquida origen. 
Los patrones de flujo de aire a través de los cuales pasa el atomizado líquido 
generalmente son complejos e implican torbellinos de recirculación con flujo hacia 
adelante y hacia atrás y reflujo asociado, con regiones de elevada cortadura y alta 
intensidad de turbulencia. Estas características del flujo de aire afectan las fuerzas de 
arrastre de la gota, que desempeñan un papel destacado en sus valores de velocidad y 
ángulo de trayectoria.  
Fig. 12.45. 
Esquema del proceso 
fundamental de 
combustión de 
atomizado en típicos 
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En particular, la turbulencia en la corriente de aire afecta el coeficiente de arrastre 
aerodinámico de la gota en los atomizados, además de los efectos de interacción con 
otras gotas. Para valores bajos del número de Reynolds, la expresión del coeficiente de 
arrastre, DC , utilizada por Mellor para la predicción de trayectorias de gota, es: 
 ( )1/31   23 1 16DC ReRe= + +  (12.69) 
La figura 12.46 muestra la comparación de los resultados predichos y experimentales 
para ángulos de trayectoria de gotas de 80 µm en diferentes posiciones, radial y axial. La 
influencia de la corriente de aire en el ángulo de trayectoria de gotas en ambas 
direcciones es muy significativa. 
12.7.1 Efectos del chorro turbulento anular de aire con remolino sobre el 
proceso de combustión de combustibles líquidos atomizados 
Para la formulación completa de los problemas de combustión de atomizados, se deben 
desarrollar expresiones para las magnitudes 
˙ ˙
,  dm q  y f

, que representan los resultados 
de la interacción entre el gas y las gotas: flujo másico de vapor generado por la gota, 
flujo de calor recibido y fuerza de arrastre fluidodinámica sobre la gota por la corriente 
de gas envolvente, respectivamente, todas ella por unidad de superficie de gota. Ello 
comporta la necesidad de describir el campo de flujo en el entorno de la gota, donde el 
problema admite una solución cuasiestacionaria, dado que el tiempo de transporte 
difusivo y el tiempo de residencia local, que pueden considerarse del mismo orden de 
magnitud, son siempre mucho menores que el tiempo de vida característico de la gota, 
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El efecto de remolino sobre la prestación y la eficiencia de una cámara de combustión 
ha sido objeto de muchas investigaciones. Ya desde los primeros experimentos, se 
sospechó que la variación del número de remolino influía notablemente en la distribución 
del tiempo de residencia en la cámara de combustión. Los estudios realizados a tal fin 
demuestran que la distribución de tiempos de residencia puede controlarse por remolino 
y que la proporción de tiempo de residencia en la sección agitada /st t  como función 
del número de remolino S pasa por un mínimo a medida que el grado del mismo va 
aumentando. 
Entre las muchas influencias del chorro de aire con remolino, con un valor del número 
de remolino 0,6S > , sobre el proceso de combustión de combustibles líquidos 
atomizados, cabe distinguir las siguientes: 
− Longitud de la llama  
En las llamas de difusión, la longitud de la llama depende esencialmente de la tasa y la 
rapidez de mezcla entre el combustible y el aire. El arrastre de aire dentro del núcleo es 
reducido y, puesto que el combustible se introduce y permanece casi por completo dentro 
del núcleo-vórtice, el consiguiente retardo en el proceso de mezcla da como resultado 
una mayor longitud de la llama. 
Por otra parte, la recirculación hacia el núcleo-vórtice de gases de combustión calientes 
y el incremento de temperatura que los gases contenidos en él experimentan como 
resultado de la combustión, aunque limitada, del combustible no quemado arrastrado 
hacia él provocan un incremento del volumen de la zona (v. figura 12.40) y, por 
consiguiente, de la longitud de la llama. 
− Los tamaños de la gota, la dispersión y el mezclado en la corriente de aire 
El diseño del sistema de combustión debe asegurar que el tiempo de residencia que lleva 
asociado, como cociente entre la longitud de penetración del atomizado y la velocidad 
de inyección, sea comparable al tiempo de vida característico de la gota y también al 
tiempo característico de ignición. En estas condiciones, la dispersión de gotas que resulta 
del arrastre de gas turbulento contribuye eficazmente a la eficiencia del proceso de 
combustión. 
Las escalas integrales del flujo turbulento, asociadas a los remolinos de máximo tamaño, 
son comparables a las escalas macroscópicas del chorro, aunque algo menores que ellas.  
En la región del chorro cuyo radio característico es sR , donde la relación de carga de 
masa media disminuye a valores del orden de la unidad y la distancia entre partículas 
contiguas de radio a  es dl , se cumple evidentemente la condición s dR l a  , que 
garantiza la validez de la aproximación multicontinuo para la descripción de las 
interacciones interfaz que ocurren en estas escalas integrales, incluyendo en particular la 
dispersión de gotas, que en los flujos de cortadura está dominada a menudo por los 
grandes remolinos energéticos. Estos grandes remolinos coexisten e interaccionan con 
vórtices más pequeños, de tamaño decreciente, tendente a la escala de longitud de 
Kolmogorov. Sin embargo, los efectos de la interacción de las gotas con los remolinos 
de tamaño inferior a l′  se suponen débiles. 
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El diseño de sistemas de combustión de combustibles líquidos atomizados está sujeto a 
un número de restricciones derivadas de la necesidad de vaporizar las gotas, de mezclar 
el vapor combustible con el aire envolvente y de encender y quemar completamente la 
mezcla resultante en el tiempo limitado de residencia disponible, a lo cual se añaden las 
escalas y los parámetros de los diferentes procesos fisicoquímicos que intervienen en la 
determinación de las prestaciones del sistema de combustión. Al respecto, los factores 
determinantes son fundamentalmente tres: la distribución del tamaño de la gota con un 
valor medio pequeño; la dispersión rápida y extensa de las gotas en la cámara, y la 
velocidad de calentamiento, que depende de la temperatura del aire envolvente y de la 
relación entre la masa de líquido y la masa de gas envolvente definida por el parámetro: 
 ( ) ( )34 / 3 / 1la nα π ρ ρ φ= −    (12.70) 
donde n es el número de gotas por unidad de volumen, a es el radio de gota, lρ  y ρ  
representan la densidad del líquido y del gas, respectivamente, y ϕ es la fracción del 
volumen ocupado por las gotas. 
La distribución de α en el chorro atomizado no es uniforme. Su valor decrece a causa de 
la dispersión de gotas desde valores muy grandes cerca del atomizador hasta valores 
pequeños bastante lejos corriente abajo (v. figura 12.45). 
Un problema interesante en relación con los flujos de alto número de Reynolds que se 
dan en las cámaras de combustión industriales es el de la capa de mezcla a 
contracorriente. En estas cámaras, las configuraciones a contracorriente local emergen 
en torno al punto de remanso que se forma cerca de la salida del inyector. 
La dinámica de gotas en las capas de mezcla a contracorriente depende, 
fundamentalmente, del número de Stokes dado por la relación del tiempo de 
acomodación característico de la gota, ta at  con el tiempo característico del flujo, y sus 
trayectorias están muy próximas a las de las partículas de gas, mientras que, para valores 
mucho más grandes que la unidad, las gotas se mueven siguiendo unas trayectorias 
aproximadamente balísticas, muy poco influidas por las fuerzas aerodinámicas. 
Para el caso a contracorriente, existe un valor crítico del número de Stokes, del orden de 
la unidad, en que las gotas no pueden atravesar la superficie de estancamiento sino que, 
en su lugar, tienden a acumularse allí. Por el contrario, las gotas cuyo número de Stokes 
es superior al crítico atraviesan la superficie de estancamiento y, a continuación, se 
evaporan. 
La dinámica de ignición resultante depende de la dispersión de las gotas en presencia de 
movimiento turbulento.28 La dispersión óptima de la gota se alcanza para valores del 
tiempo de gota de Stokes del orden de la escala de tiempo integral de los grandes vórtices 
en la capa de mezcla. Por el contrario, las gotas con un tiempo de Stokes suficientemente 
pequeño se comportan como trazadoras de flujo y son arrastradas por los remolinos 
turbulentos de gran escala, donde entran en contacto con el aire a alta temperatura.  
− El calentamiento y la vaporización de gota 
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Aparte del término de Fourier y del flujo específico de calor por radiación, el término 
sumatorio, que representa la energía transferida por transporte difusivo de especies 
químicas, depende de la velocidad de difusión de las especies,   iV

, que se expresa por la 
ley de Fick. 
La dinámica de vaporización global y de combustión del atomizado viene determinada 
por efectos de grupo con el medio entorno de gas generado colectivamente por las gotas. 
Chyu y colaboradores29 han propuesto un simple parámetro adimensional, denominado 
número de combustión del grupo, G G , bajo determinadas hipótesis simplificadoras, 
para definir el control de las transferencias de energía y de masa entre la nube de gotas y 
la atmósfera envolvente. El producto /c vt tα , que mide la extensión de la vaporización 
del atomizado, es esencialmente el grupo de combustión. 
En general, el líquido está frío inicialmente, y el calentamiento y la vaporización de las 
gotas se debe al calor sensible del gas caliente que las rodea, que puede incluir los 
productos de combustión que recirculan en la cámara de combustión y del chorro de aire, 
si ha sido precalentado. La extensión del intercambio de calor entre las fases líquida y 
gaseosa depende del valor local de α. Solo se producen un calentamiento y una 
vaporización significativos cuando el valor de α es del orden de la unidad, valor que se 
alcanza cuando el radio de la superficie frontera del atomizado es igual al producto del 
ángulo de expansión por la longitud de penetración del atomizado. 
Los principales efectos sobre la vaporización de la gota provocan la interacción con la 
fase gaseosa en el entorno, particularmente cuando el número de Reynolds de gota, 
definido por el diámetro de gota 2a 2a y la velocidad de deslizamiento dv v−

  entre la 
velocidad del gas en torno a la gota y la velocidad de gota, es del orden de la unidad. La 
velocidad de deslizamiento instantánea del gas con respecto a la gota es modificada por 
las fluctuaciones de velocidad, rápidas y pequeñas, de los vórtices de Kolmogorov que 
interaccionan con los grandes remolinos que coexisten en el chorro de aire inyectado. 
En la región principal de vaporización 𝛼𝛼 = Ổ(1)  el tamaño de los grandes remolinos l′  
es una fracción del radio del atomizado sR  y las fluctuaciones de velocidad que llevan 
asociadas v′  son una fracción de la velocidad del chorro jU , con tiempos de vuelco de 
remolino del orden de / ~ /s jl v R U′ ′ . 
Las medidas de las distribuciones de temperatura han confirmado el significado del flujo 
de remolino tanto en la estabilización de la llama como en el control de la combustión. 
Particularmente, la tasa de incremento de temperatura aumenta considerablemente al 
aumentar el número de remolino. 
La manera en que la combustión se estabiliza corriente abajo desde la región de 
vaporización inicial depende, fundamentalmente, de las condiciones de inyección. 
Cuando la velocidad de flujo existente es suficientemente baja, la combustión se 
establece a través de frentes parcialmente mezclados, que se propagan a lo largo de capas 
de mezcla en la mezcla no uniforme creada corriente arriba por el atomizado que se 
evapora. Si las velocidades de inyección son mucho más altas que la velocidad de 
deflagración característica, la estabilidad de la combustión debe confiar en la auto-
ignición de la mezcla combustible-aire, que es facilitada por la temperatura elevada del 
gas envolvente, de modo que la ignición ocurre cerca del borde del chorro de atomizado, 
donde las temperaturas son más altas. 
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Para las gotas que se mueven con respecto al medio ambiente con un número de Reynolds 
Red dRe del orden de la unidad, la llama de difusión envolvente alrededor de la gota se 
extingue cuando el radio de la gota es menor que un valor crítico del orden del espesor 
lδ  de la deflagración plana gaseosa estequiométrica. Para valores inferiores del radio de 
la gota, el vapor del combustible generado por la gota solo quemará en su estela.  
La turbulencia de la corriente de aire incrementa las velocidades de combustión de las 
gotas, pues mejora la mezcla entre las bolsas de gas ricas y las deficientes de combustible, 
y también la transferencia de calor entre zonas de temperatura distinta. 
− La estabilidad de la llama 
Para flujos de elevado número de Reynolds, típicos de las cámaras de combustión de 
combustibles líquidos atomizados, la llama de difusión está anclada en capas de mezcla 
delgadas, que limitan la corriente portadora del atomizado. Estas capas de mezcla son 
distorsionadas y sometidas a tensión de cortadura por el flujo turbulento que, caso de 
tener un valor suficientemente grande, puede conducir a la extinción de llama, problema 
que se ha considerado recientemente en la combustión de los atomizados. 
Por contra, si la velocidad media axial es baja (del orden de los 10 m/s), el grado de 
remolino favorable para la estabilización de la llama puede ser excesivo, desde el punto 
de vista de la eficiencia de la combustión. Se ha observado que una velocidad del orden 
de los 30 m/s y un valor del número de remolino de S = 0,78 son suficientes para 
estabilizar la llama, al tiempo que mejoran la mezcla e incrementan la intensidad de 
combustión, mientras que a 50 m/s la llama no puede estabilizarse, salvo que el quemador 
esté provisto de una tobera divergente corta refrigerada. 
 
Fig. 12.47. 
Zona de recirculación en 
chorros anulares con 
remolino [BCh74[ 
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La estabilidad de la capa límite en la interfaz del núcleo-vórtice y la región de vórtice 
libre se ve afectada por el hecho de que esta interfaz es también la frontera de la llama. 
Acoplada con el campo de fuerza centrífuga, el gradiente radial de densidad en el flujo 
causa estratificación y la frontera resulta incluso más estable. 
La figura 12.47 ilustra la estabilización de una llama de fuelóleo atomizado por una zona 



















13.1 Penachos turbulentos 
Por penacho turbulento, se entiende el flujo generado por gradientes de presión que re-
sultan de la falta de homogeneidad en el campo de las fuerzas másicas. El parámetro 
fundamental controlador del penacho es el flujo específico de fuerzas de empuje ascen-
sional. 
El penacho más simple que cabe imaginar es el generado por una pequeña fuente de calor 
en un medio ambiente de gas en reposo. El calor que emite la fuente calienta el fluido 
que la rodea y produce una disminución local de la densidad con respecto a la del am-
biente del entorno. A su vez, la diferencia de densidad que se manifiesta como gradiente 
da como resultado un gradiente de presión que acelera verticalmente el fluido calentado, 
en un proceso que se conoce como convección. Si la fuente de calor es estacionaria, el 
penacho que se genera también lo es, de modo que se mantiene un equilibrio entre el 
calor emitido por la fuente y el transportado por el penacho a partir de ella. 
Otra causa que genera penachos es la inyección de un caudal V de fluido de densidad 
0ρ  en un medio ambiente de densidad 0aρ ρ> . 
Cualquiera que sea la causa generadora del penacho, cabe definir un parámetro que lo 
caracteriza: el flujo especifico de empuje ascensional B. Si el flujo de calor de la fuente 
es H y se transfiere a un medio ambiente de propiedades pc , ρ, σ (calor específico a 
presión constante, densidad y coeficiente de expansión térmica volumétrica, respectiva-
mente), dicho parámetro se expresa: 
 / pB g H cσ ρ=  (13.1) 
Para la otra causa mencionada, el parámetro se expresa: 
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 ( )0 0/aB g Vρ ρ ρ′= −  (13.2) 
En los gases ideales, σ y ρ son funciones de la inversa de T, de suerte que la conservación 
de calor implica también el mantenimiento del flujo de fuerza de empuje ascensional. En 
el caso al cual corresponde la ecuación 13.2, el principio de conservación de masa im-
plica la conservación del flujo de fuerza de empuje ascensional solo si la densidad del 
medio ambiente aρ  permanece constante. 
Hay que tener presente que, si bien las principales propiedades de los penachos turbu-
lentos se pueden derivar fácilmente suponiendo B constante, en muchos casos prácticos 
ello no es posible, por lo cual hay que recurrir a métodos numéricos para resolver el 
sistema de ecuaciones diferenciales que definen el flujo. 
Conviene distinguir entre dos fenómenos: el flujo generado por una liberación instantá-
nea de una cantidad finita de causa una sola vez, y el flujo generado por una causa sos-
tenida. El primer fenómeno es conocido como thermal y fue estudiado por primera vez 
por Morton, Taylor y Turner.1 El segundo fue estudiado por Turner2 y, posteriormente, 
por Delichatsios,3 que incluyó fuentes de calor de intensidad variable tales como las aso-
ciadas a un fuego que se extiende rápidamente. 
Además del parámetro B , existen otros que traducen la influencia de las fuerzas de em-
puje ascensional, resultantes de las diferencias de densidad en el chorro, y que son sig-
nificativos en comparación con las demás fuerzas. Son los siguientes: 











∞ −≡  (13.3) 













que también se expresa 2 /Fr Re Gr≡ , donde /ch chRe U d ν≡  es el número de Rey-











≡ −  (13.5) 
parámetro que representa la existencia de un gradiente de densidad en el medio am-
biente en torno al chorro. 
Para los penachos, no es posible definir inequívocamente la velocidad chU , de modo que se 
toma la relación ( )/ chdν  como velocidad característica en los números definidos. 
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13.1.1 Penachos estacionarios 
En este apartado, se considera el movimiento inducido por una fuente estacionaria de 
flujo ascensional, ignorando los detalles del flujo en la proximidad a la fuente. 
En general, se supone que las propiedades medias del movimiento pueden ser definidas 
por un funcional del flujo ascensional específico, B ; la distancia vertical desde la fuente, 
x; la viscosidad cinemática del gas, ν, y su difusividad térmica, κ. Así, por ejemplo, la 
velocidad media del fluido en el eje del penacho a una distancia x de la fuente se expresa: 
 ( ), , ,mU f B x ν κ=  (13.6) 











En la expresión (13.7), se reconoce que la velocidad media del gas en el eje del penacho 
ha de ser una función de un número de Reynolds local, 1/3 2/3 /B x ν , y del número de 
Prandtl, /ν κ , sin que aparezca un factor representativo de la posible influencia del ta-
maño de la fuente, lo cual parece justificado si la distancia x desde la fuente es grande. 
No obstante, existe evidencia suficiente para sugerir que la forma de la fuente puede 
causar efectos de intensos flujos secundarios a ciertas distancias corriente abajo. 
Para movimientos totalmente turbulentos, cabe suponer autosemejanza en el número de 
Reynolds local e influencia despreciable de las propiedades de transporte molecular del 
gas. Por todo ello, la función f  en la expresión (13.7) debería tender a un límite no nulo 
k. 
Así pues, se puede definir la velocidad media del fluido en el eje del penacho mediante 
las ecuaciones siguientes: 
Penachos circulares  ( )1/3/m RU k B x=  (13.8) 
Penachos planos       1/3m p eU k B=  (13.9) 
En la ecuación 13.9, eB  representa el flujo ascensional específico por unidad de longitud 
de penacho; sus dimensiones son 3 3L T − . 
 
 
Fig. 13.1.  
Velocidad me-
dia máxima en 
el eje de un pe-
nacho plano5 
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Para los factores Rk  y Pk , varios investigadores han propuesto valores que difieren bas-
tante entre sí; así, Chen y Rodi4 proponen 3,5 y 1,9, respectivamente, mientras que 
Kotsovinos5 encuentra el valor de 1,66 para Pk  a partir de medidas de velocidad, y otros 
investigadores sugieren para Rk  un valor comprendido entre 3,4 y 3,9; incluso se en-
cuentra el valor 4,7, aunque este último no parece merecer mucho crédito.  La figura 13.1 
muestra la variación de la velocidad media máxima del fluido en el eje de un penacho 
plano, en función de la distancia relativa a su origen, a partir de las medidas realizadas 
por Kotsovinos. 
13.1.2 Características físicas de los penachos 
Una característica física interesante de los penachos es que, aceptado como apropiado el 
supuesto de autosemejanza, todas las propiedades medias del flujo inducido se describen 
mediante un simple parámetro de penacho: el flujo específico de empuje ascensional B
. Algunas de estas propiedades medias de flujo son las siguientes: 
 
Flujo de cantidad de movimiento total, caudal y dimensión transversal del penacho 
Por razonamientos dimensionales, se llega a definir asintóticamente el flujo de cantidad 
de movimiento total m  para un penacho axisimétrico por la expresión: 
 2/3 4/3mm k B x≅  (13.10) 
Por otra parte, el caudal se expresa: 
 1/3 5/3k B xµµ =  (13.11) 
El parámetro 1/2/ mµ  es una medida del ancho de penacho, es decir, una escala de lon-







µµ =  (13.12) 
A partir de la ecuación 13.12, se deduce el invariante del penacho: 
 1/2pC m x
µ
=  (13.13) 







=  (13.14) 
que es el número de Richardson de penacho. 
Los valores de las constantes mk  y kµ  se determinan a partir de los perfiles de velocidad 
media obtenidos experimentalmente y, una vez conocidos m  y µ , se calculan los inva-
riantes pC  y pR . 
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Chen y Rodi4 proponen los siguientes valores 0,25pC =  y 0,55pR = , pero otros inves-
tigadores aportan valores bastante en desacuerdo con ellos. 
Para penachos planos, los resultados equivalentes son:  
 1/3ek B xµµ =  (13.15) 
y 
 2/3m em k B x=  (13.16) 















=  0,735=  (13.18) 
Con base en la escala de velocidad /m µ  y la escala de longitud 1/2/ mµ , se define el 
número de Reynolds de penacho local 1/2 /m ν , cuyo valor aumenta con la distancia al 
origen del penacho. 
Variación del caudal a lo largo del penacho. Arrastre del fluido ambiente 
La tasa de variación de caudal a lo largo del penacho es una medida de la tasa de arrastre 
del fluido ambiente por el penacho. Aunque hay dudas sobre si el proceso de arrastre es 
un mecanismo de vórtices de gran escala como así parece en los chorros, una fotografía 
aportada por Kotsovinos (v. figura 13.2) sugiere que el proceso es similar, si bien el 
mecanismo promotor puede ser diferente.  
 
Fig. 13.2.  










Dinámica de gases  
 
428 
Para penachos circulares, la tasa de arrastre se obtiene derivando con respecto a x  la 
ecuación 13.11 y se obtiene: 
 1/3 2/35
3
d k B x
dx µ
µ






=  (13.20) 
 






















Un hecho importante es que, aun siendo diferentes las tasas de arrastre en los chorros y 
los penachos, los valores determi-nados experimentalmente de los invariantes son los 
mismos para los penachos y los chorros circulares y planos. Para los chorros y los pena-
chos circulares, el invariante pC  (13.13) tiene un valor de 0,25 y para los chorros y los 
penachos planos (13.17), su valor es de 0,29 (v. figura 13.3). 
 
 
Decaimiento de la temperatura media o bien de la concentración del trazador a lo 
largo del eje del penacho 
El decaimiento se especifica mediante la tasa de variación del caudal. Sea Y  el flujo 
másico total del trazador o bien el flujo de calor, que debe conservarse, y θ̂  la tasa de 
cambio de concentración del trazador ponderada por el flujo. Entonces, para penachos y 
chorros circulares, se tiene: 
 ˆY θ= μ 1/3 5/3 2ˆk B x u rdrµθ θ π= = ∫  (13.23) 
Fig. 13.3. 
2 /C mxµ=  
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y para penachos planos: 
 1/3ˆ ˆ eY k B x udyµθµ θ θ= = = ∫  (13.24) 
Como se comenta en el subapartado siguiente, hay algunas diferencias de opinión con 
respecto a las contribuciones relativas del flujo de turbulencia ´ ´θ u  y el flujo advectivo 
θu  a las integrales de las ecuaciones 13.23 y 13.24. Sin embargo, dada la autosemejanza 
de los perfiles de velocidad media u  y de temperatura media θ , cabe esperar que ´ ´θu  
se escale también con mU  y mθ . 
Así, las ecuación 13.23 se escribe:  
 1/3 5/3 2ˆ m m
m m




= ∫      
 2π r rd
x x
   
   
   
 (13.25) 
Habida cuenta de las ecuaciones 13.8 y 13.9, que definen la velocidad media del fluido 
en el eje del penacho circular y en la línea media del penacho plano, respectivamente, la 
concentración media ponderada por flujo θ̂  se expresa: 
  ˆ 2R m
p m m
k u r rd
k U x x
θθ θ π
θ
     =            
∫  (13.26) 
Resulta que la concentración media ponderada por flujo en un penacho circular y en un 
penacho plano es un múltiplo directo de la concentración media (temporal) máxima. Esta 
magnitud se puede expresar así: 
Para penachos circulares  ( ) ( )1/3 5/3~m YB xθ
− −  (13.27) 
Para penachos planos       ( )1/3 1~m eYB xθ
− −  (13.28) 
Turbulencia 
Kotsovinos y List6 y Beuther,7 entre otros, han medido la magnitud relativa de fluctua-
ciones turbulentas de velocidad y de temperatura en penachos planos. La figura 13.4 
muestra las distribuciones de las fluctuaciones turbulentas relativas de velocidad y de 
temperatura. En ella aparece una inconsistencia, pues las medidas de la variancia de la 
velocidad no son del mismo orden que las de la temperatura, tanto en los penachos cir-
culares como en los penachos planos. La resolución de esta discrepancia requerirá la 
realización de nuevos experimentos, que aporten resultados más fiables que los disponi-
bles hasta el momento. 
Otros investigadores concluyen, a la vista de los resultados experimentales obtenidos, 
que las variancias de velocidad y de concentración en la línea central de los chorros cir-
culares y planos son del mismo orden. La magnitud relativa de las fluctuaciones 












2 / mu U′  y 
2 / mθ θ′  se encuentra en el intervalo 0,25-0,29; fuera de la línea central, 
la magnitud relativa con respecto a los valores en la línea central cambia drásticamente. 
 
Cabe resaltar que, entre los perfiles de variancia de velocidad y de concentración en cho-
rros y penachos, hay una diferencia básica.  
Los perfiles de chorro muestran claramente la importancia de los términos generadores 
de cortadura en la producción de su máximo, mientras que, en los penachos, el perfil de 
velocidad es relativamente plano, lo cual indica la importancia del mecanismo que ge-
nera la flotación. 
Con respecto al flujo de calor, las primeras medidas realizadas en chorros y penachos 
planos se deben a Kotsovinos. De sus medidas, se desprende que el valor punta de 
/ m mu T U T′ ′  es aproximadamente 0,065 para chorros planos y 0,25 para penachos planos. 
Con posterioridad al trabajo de Kotsovinos, varios investigadores han criticado estos va-
lores por considerarlos muy altos. 
(Ver [Rod82]) 
13.2 Chorros turbulentos boyantes. Penachos forzados 
En este apartado, se considera la dinámica de flujos en que están presentes, a la vez, una 
cantidad de movimiento inicial y un empuje ascensional que tiene como efecto incre-
mentar el flujo de la cantidad de movimiento. 
La figura 13.5 muestra los tipos de flujo que cabe encontrar según la publicación de Chen 
y Rodi. 
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Cuando el flujo de la cantidad de movimiento generado por el gradiente de densidad es 
significativamente ma-yor que el flujo de la cantidad de movimiento inicial, entonces las 
características del flujo son más de penacho que de chorro. Esta transición de chorro a 
penacho está bien determinada por una escala de longitud característica, definida por los 
flujos específicos de cantidad de movimiento, M , y de empuje ascensional, .B  Para los 
chorros circulares boyantes, la escala de longitud es 3/4 1/2/Ml M b= ; para los chorros 
planos, es 2/3/H el M B= , donde eB  y M  son los flujos por unidad de longitud del ori-
ficio de salida del chorro plano. 
Para comprender el significado de estas escalas de longitud, procede considerar la velo-
cidad axial media mU  de un chorro boyante. En principio, cabe suponer que debe ser 










Dos son los límites que interesa analizar de la ecuación 13.29: cuando el argumento de 
la función f  es mucho mayor que la unidad y cuando dicho argumento tiende a cero.  
El primer caso comporta hacer M  pequeño o bien B  grande o x  grande. Para  M  pe-







   
→   
   
 (13.30) 
Análogamente, para el argumento de f  tendiendo a cero, la función ha de tender a una 
constante.  
Fig. 13.5.  
Esquema de un 
chorro boyante 
en un ambiente 
estratificado 
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Por consiguiente, las formas asintóticas de la función están especificadas por la magnitud 
relativa de x  y 3/4 1/2/M B . Así pues, la escala de longitud 3/4 1/2/M B  separa la región 
de un chorro boyante que es como un chorro, de la región en que es como un penacho. 
13.2.1 Análisis de chorros turbulentos boyantes 
Dos de los primeros estudios de los chorros turbulentos boyantes se deben a Morton, 
Taylor y Turner,1 y a Priestley y Ball.9 Aun cuando sus trabajos se basan en formas inte-
grales de las ecuaciones del movimiento, entre ellos hay una sustancial diferencia: cómo 
se considera la tasa de variación de caudal dentro de un chorro turbulento. Los primeros 
investigadores consideran que la tasa de arrastre ha de ser proporcional a la velocidad 
axial en el penacho; los segundos utilizan una ecuación de conservación de energía para 
deducir la ecuación de arrastre que conduce a un coeficiente de arrastre variable, función 
del número local de Froude o bien del número de Richardson. La falta de acuerdo entre 
ambos enfoques propició la propuesta de uno nuevo, por parte de List e Imberger,10 ba-
sado en el reconocimiento de que la ecuación del movimiento podía expresarse en tér-
minos de dos parámetros: 1/2/C m xµ=  y 1/2 5/4/R mµβ= , donde β es el flujo boyante 
específico local. Las magnitudes , , mµ β  para chorros boyantes circulares se definen 
como  2
ch
rudrµ π= ∫ , 22
ch








 ∫ , respectivamente. 
List e Imberger,10 utilizando los conocidos resultados de C , invariante en chorros y pe-
nachos, y de R , tendiendo a un valor constante en los penachos, derivan un conjunto de 
ecuaciones para especificar la función de arrastre suponiendo que los perfiles de distri-
bución de velocidad y de concentración a través del chorro o del penacho están definidos 
por funciones de la forma: 
 ( )2/m uu U exp y b = −    (13.31) 
 ( )2/mexp y bθθ θ  = −   (13.32) 
donde ub  y bθ  representan la distancia lateral en el chorro en que la velocidad del 
fluido y la cantidad de movimiento del mismo son el 37 % de su valor máximo, 
respectivamente, e y  es una distancia desde el eje del chorro-penacho circular o desde la línea 
central de un chorro-penacho plano. Sustituyendo estas ecuaciones en las expresiones dadas 
para , , mµ y β , se obtienen los resultados que se muestran en la tabla 13.1. 
La tasa de variación del flujo de cantidad de movimiento específico se define por la 
fuerza de empuje ascensional integrada que actúa sobre un plano de sección trans-
versal del chorro. Cuando el medio ambiente tiene estratificada la densidad, repre-





=  , entonces la tasa de cambio 
de flujo boyante es representada por 2N  veces el caudal local, tal como se muestra en la 
tabla 13.1. 
 




La figura 13.6 muestra el caudal de chorros turbulentos y de penachos circulares en fun-
ción de la altura de la elevación, calculados aplicando las fórmulas de la tabla 13.1, y la 
comparación con los resultados experimentales de Ricou y Spalding (1961). La figura 
13.7 muestra la misma relación de magnitudes comparada con los resultados experimen-
tales de Kotso-vinos (1975). Los resul-tados correspondientes a penachos forzados han 
sido revisados posterior-mente. 
Magnitud Flujo plano Flujo axisimétrico 
Caudal µ   u mb Uπ  
2
u mb Uπ  
Flujo de cantidad de  
movimiento, m  
2
2 u m
b Uπ  2 2
2 u m
b Uπ  
Flujo boyante, β 
2
21 m u m





21 m u m
g b Uπλ θ
λ+
 
Tasa de cambio de caudal, 
du
dx
 2 mUα  2 u mb Uπα  




 m ug bπλ θ  
2 2
m ug bπλ θ  
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            
 









Número de Richardson de 
penacho, pR  0,735 0,557 
Coeficiente de arrastre de 
chorro, jα  
0,052 0,003±  0,0535 0,0025±  
Coeficiente de arrastre de 
penacho, pα  0,102 ?±  
0,0833 0,0042±  
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Fig. 13.6.  
Caudal en chorros 
circulares boyantes 
turbulentos calcu-
lado con las ecuacio-
nes recopiladas en 
la tabla 13.1 y su 
comparación con los 
resultados experi-
mentales de Ricou y 
Spalding14 
 
Fig. 13.7.  
Caudal de chorros 
planos boyantes tur-
bulentos calculado 
con las ecuaciones 
recopiladas en la ta-
bla 13.1 y su compa-
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Ambientes de densidad estratificada 
Cuando el fluido ambiente está estratificado estable, entonces un chorro boyante vertical, 
dirigido hacia arriba, arrastra inicialmente el fluido que es más denso que el del ambiente 
corriente abajo. Este fluido más denso, arrastrado por el chorro, tiene el efecto de inducir 
un flujo boyante negativo que destruye el flujo de cantidad de movimiento inicial y el 
flujo de cantidad de movimiento generado por cualquier flujo boyante positivo inicial. 
Cuando el flujo de cantidad de movimiento es anulado totalmente, el chorro cesa de ele-
varse e incluso puede caer hacia atrás ligeramente, y entonces inicia un desparramado 
horizontal.  
La figura 13.8 es la imagen de un chorro boyante turbulento en una atmósfera de densi-
dad estratificada que muestra su altura terminal de elevación y el desparramado posterior 
en capa de densidad  neutra. 
 
En un medio ambiente de densidad estratificada, son dos las escalas de longitud caracte-
rísticas para los chorros y los penachos circulares: sus alturas de elevación terminales 
( )1/42/M N  y ( )1/43/B N . Los resultados equivalentes para los chorros y los penachos 
planos son  ( )1/32/M N  y ( )1/33/B N , respectivamente. Definida la relación entre las 
dos escalas de longitud características por el parámetro ( )2/S MN B= , conjuntamente 
con el número de Richardson inicial del chorro, se puede definir el movimiento de cual-
quier chorro boyante en un medio ambiente linealmente estratificado. 
La tabla 13.2 muestra las fórmulas normalizadas del caudal y de la elevación de los flujos 
plano y axisimétrico, respectivamente, y la tabla 13.3 incluye las expresiones de altura 
de elevación terminal y de dilución normalizadas para los chorros y los penachos circu-
lares y planos en un medio ambiente linealmente estratificado. Con la información apor-
tada por ambas tablas, se puede obtener una primera estimación de la dilución y de la 
altura de elevación terminal de los chorros boyantes en atmósferas de densidad estratifi-
cada.  
Fig. 13.8.  
Fotografía tomada por 
Leonard H. Delano de 
la erupción del Mt. St. 
Helens (Mayo 18, 1980) 
que muestra el chorro 
boyante turbulento en 
una atmósfera de densi-
dad estratificada. La al-
tura de elevación 
terminal y el despa-
rrame de capa de den-
sidad neutra, aparecen 
evidentes 
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Magnitud Fuente plana Fuente circular 
 S<<1 S>>1 S<<1 S>>1 
Altura ter-
minal de 
chorro, Mh  








zada, Tζ  
½S−  1/31,4S−  3/81,7S−  1/41,7S−  
Dilución 
normali-
zada, Tu  




La figura 13.9 presenta, en función de la altura de elevación terminal, resultados del 
cálculo de la dilución normalizada de chorros y penachos circulares boyantes, eyectados 
en la atmósfera con estratificación lineal de densidad, mediante las fórmulas de la tabla 
13.1, suponiendo constantes los valores de S indicados en ella. 
Acerca de la estructura turbulenta, o bien del arrastre hacia el interior del chorro de fluido 
en condiciones de ambiente de densidad estrati-ficada, el conocimiento es muy limitado, 
pues no se dispone de suficientes análisis experimen-tales detallados. 
Para los chorros boyantes verticales, Hossain y Rodi publican, en el libro de este último, 
un capítulo titulado “A Turbulence Model for Buoyant Flows and Its Application to Ver-
tical Buoyant Jets”, en que comentan los procedimientos de cálculo existentes y sus li-
mitaciones, e incluyen un modelo matemático de la turbulencia, que es una extensión 
boyante del modelo k ε−  ampliamente contrastado y utilizado. 
(Ver [Rod82]) 
Tabla 13.3.  
Altura de elevación 
terminal y dilución 
adimensionales de 
chorros y pena-















13.3 Cálculo de los chorros boyantes verticales 
Este apartado trata del cálculo de los chorros bajo estacionarios el número de Mach cuyo 
eje es vertical y cuya densidad es diferente de la del fluido que lo rodea, de manera que 
están sujetos a fuerzas de empuje ascensional. Además, otras de sus características son: 
− El estado en que se encuentra el medio ambiente donde descarga el chorro es de es-
tancamiento. 
− Los chorros son generados por descarga vertical de fluido de menor densidad que la 
del medio ambiente, sea desde un orificio o desde una superficie caliente. Si el orifi-
cio es circular, el chorro eyectado es axisimétrico y, si es una ranura, es un chorro 
plano. 
− No hay paredes o fronteras en que el chorro pueda impactar. 
− El chorro puede ser un “penacho forzado” si tiene cantidad de movimiento inicial, o 
bien puede ser un simple penacho, si carece de ella. 
En los chorros, pueden dominar los efectos de inercia o bien la fuerza de empuje ascen-
sional. En los primeros, si el número de Reynolds 0 /Re U D ν=  es suficientemente alto, 
el régimen de flujo es turbulento; para que así sea en los segundos, el número de Grashof 
( ) 20 03 /aG g Dρ ρ ρ ν= −  ha de ser suficientemente alto. 







lada con las fór-
mulas incluidas en 
la tabla 13.1 
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Los parámetros importantes que gobiernan por completo los chorros boyantes turbulen-
tos son: 
El flujo de cantidad de movimiento ( )2
0
2 jM U y dyρ π
∞
= ∫  (13.33) 
El flujo de empuje ascensional ( ) ( )
0
2 jaW g U y dyρ ρ π
∞
= −∫  (13.34) 
donde 0j =  para chorros planos y 1j =  para chorros axisimétricos. 
El flujo de cantidad de movimiento M  se mantiene constante desde el origen del chorro 
únicamente si este es un chorro puro, mientras que en los chorros boyantes aumenta con 
la distancia a su origen debido a la fuerza de empuje ascensional, que actúa en dirección 
vertical ascendente. El flujo de empuje ascensional W  es constante e igual a su valor en 
la fuente para chorros boyantes, en un ambiente de entorno uniforme. 
La importancia relativa de las fuerzas inercial y de empuje ascensional en la fuente está 
caracterizada por el número de Froude de densidad, definido en términos de la cantidad 







W D gD ρ ρ ρ
= =
−
  (13.35) 
Cuando un chorro descarga en un medio ambiente estratificado linealmente, como se 
muestra en la figura 13.5, primero se comporta como un chorro boyante, de manera que 
su flujo de fuerza de empuje ascensional se reduce paulatinamente hasta llegar a cero a 
cierta distancia de la fuente, determinando el punto de empuje ascensional neutro. A 
partir de allí, la fuerza de empuje es negativa, de modo que el flujo se desacelera y el 
chorro alcanza una altura máxima mx , y después retrocede y se desparrama lateralmente. 
13.3.1 Ecuaciones de modelo para chorros boyantes verticales 
En este apartado, se presenta únicamente el caso de chorros circulares eyectados en una 









=  (13.36) 
La configuración del sistema se muestra en las figuras 13.5a y 13.6, representado en 
coordenadas , x y , suponiendo un chorro boyante plano. Para los chorros axisimétricos, 
se utiliza un sistema de coordenadas cilíndricas, en cuyo caso y  representa la distancia 
radial desde el eje de simetría. Se considera únicamente el caso de un chorro bidimen-
sional, o sea, sin remolino. 
Considerado el flujo del tipo de capa de cortadura, se han de satisfacer las condiciones 
siguientes: 
(i) El flujo se extiende mucho más en la dirección x  que en la dirección y , por lo 
cual los gradientes de las magnitudes con respecto a y  son mucho mayores que los 
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gradientes con respecto a x . En términos de la aproximación de capa límite, esta 




  . 
(ii) El transporte difusivo (molecular y turbulento) en la dirección principal del flujo 
puede despreciarse, comparado con el transporte en la dirección lateral. 
(iii) El gradiente de presión longitudinal en el chorro es el mismo que el del medio am-
biente donde descarga, o sea, ( )/ adP dx gρ− = , donde aρ  es la densidad local del 
fluido ambiente, que puede variar con la altura. 
(iv) Solo los procesos estacionarios son considerados, de modo que las derivadas tem-
porales pueden ser despreciadas. 
(v) El transporte molecular se considera despreciable frente al transporte turbulento, o 
sea, /i j i jU x u uµ ρ ′ ′∂ ∂  , / iT x u Tλ ρ ′∂ ∂  . 
Habida cuenta de estas condiciones, las ecuaciones de flujo se escriben: 
Ecuación de continuidad:  
 ( )1 0jjU y vx yy
ρ ρ∂ ∂+ =
∂ ∂
  (13.37) 
Ecuación de la cantidad de movimiento: 
 ( )1 jjU UU V y uvx y yyρ ρ
 ∂ ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ ∂ 
  (13.38) 
Ecuación de temperatura:      
 ( )´1 jjT TU V y vTx y yyρ ρ
 ∂ ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ ∂ 
  (13.39) 
En las ecuaciones 13.37 a 13.39, el símbolo j  se utiliza para identificar el tipo de chorro 
al cual se aplican; así, 0j =  corresponde a chorros planos y 1j = , a chorros axisimétri-
cos, lo cual requiere escribir las ecuaciones en coordenadas cilíndricas. 
La solución de las ecuaciones anteriores requiere determinar la tensión de cortadura tur-
bulenta uv   y del flujo lateral de calor 'Tν . Ahora bien, estas magnitudes dependen de 
la componente de tensión normal lateral 2v  y, en la ecuación para k , el término de 
producción de empuje ascensional implica la correlación 'uT , en que aparece la varian-
cia 2'T . 
La forma de las ecuaciones para las magnitudes de turbulencia en los chorros boyantes 
verticales y el acoplamiento entre ellas se encuentran, respectivamente, en la tabla 13.2 
y la figura 13.3 del libro publicado por Rodi, titulado Turbulent Buoyant Jets and Plu-
mes. En él se proporciona también amplia información sobre las características del mo-
delo de turbulencia, el procedimiento de solución y las condiciones de contorno. 




En este subapartado, se exponen los resultados obtenidos con el modelo matemático de 
Rodi y se les compara, por separado, con los resultados experimentales para chorros pu-
ros y penachos puros, para chorros boyantes en ambiente homogéneo y para chorros en 
ambientes establemente estratificados. 
Para los chorros y penachos autosemejantes, la autosemejanza significa que, dada una 
longitud suficiente de desarrollo del flujo, solo una velocidad, una temperatura y una 
escala de longitud son suficientes para expresar las magnitudes de promedio temporal 
adimensionales por funciones de una sola variable geométrica. El análisis de semejanza 









= =   (13.40) 
donde 0,5Uy  e 0,5Ty  son el ancho característico de la distribución de velocidad y el de 
la temperatura respectivamente, cuyos valores para los modelos de turbulencia k ε−   y 
tensión algebraica/flujo de chorros y penachos planos y axisimétricos se encuentran en 
la publicación de Chen y Rodi.4 Además, en chorros y penachos autosemejantes, el de-
caimiento de la velocidad máxima y el del exceso de temperatura en el eje vienen dados 
por las ecuaciones siguientes: 

























−−  =  −  
 (13.42) 









−−  =  
 
 (13.43) 








T T xB F
T T D
+
−−  =  −  
 (13.44) 
donde , U TA B…  son coeficientes constantes cuyos valores, predichos y medidos, se 
muestran en la tabla 13.4. 
 
Plano Axisimátrico 
Chorro puro Penacho puro Chorro puro Penacho puro 
Constante de 
decaimiento Au AT Bu BT Au AT Bu BT 
Predicciones 2,17 2,1 1,98 2,6 6,6 5,1 3,5 8,22 
Mediciones 2,4 2 1,9 2,4 6,2 5 3,5 9,35 
Tabla 13.4. 
Valores de los 
coeficientes en 
las ecuaciones 
(13.37 a 13.40) 
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Las figuras 13.10 y 13.11 presentan los perfiles de semejanza de velocidad y exceso de 
temperatura para chorro plano y axisimétrico, respectivamente, determinados por varios 
investigadores. En todos los casos, el acuerdo entre los perfiles teóricos y los determina-
dos experimentalmente es bueno. 
13.3.2 Transición de chorro puro a penacho puro 
En este apartado, se aporta información sobre la transición de chorros puros, dominados 
por la cantidad de movimiento, a penachos puros, dominados por fuerzas de empuje as-
censional, en un medio ambiente uniforme. 
Las figuras 13.12 y 13.13 muestran el decaimiento de la velocidad y del exceso de tem-
peratura a lo largo del eje de los chorros boyantes planos, respectivamente, y las figuras 
13.14 y 13.15 hace lo propio para los chorros boyantes axisimétricos. En ambas figuras, 
las dos magnitudes citadas y la distancia a la fuente x  están escaladas con el número de 
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13.3.3 Chorros boyantes verticales en medio ambiente estratificado estable 
Este tipo de flujo se muestra esquemáticamente en la figura 13.5. Su característica más 
importante es la altura limitada que alcanza el chorro (altura bx ) a la cual corresponde 
un empuje de elevación neutro; por encima de ella, las fuerzas de empuje negativo retar-
dan el movimiento vertical hasta que cesa, incluso en el eje. A partir de este punto, el 
flujo cambia de dirección y se desparrama lateralmente sin una dirección de flujo predo-
minante, de manera que no se puede analizar como si fuera una capa límite.  
El modelo de Rodi para simular este flujo solo es aplicable hasta el punto neutro. 
La mayoría de los experimentos realizados se han orientado a determinar la máxima al-
tura que puede alcanzar el chorro, correlacionando los resultados con el parámetro de 
estratificación S y el déficit de peso inicial 0W . La figura 13.16 muestra gran parte de 
los resultados disponibles sobre penachos puros y chorros boyantes con muy poca canti-
dad de movimiento. Incluye también los resultados de los cálculos obtenidos con condi-
ciones iniciales propias de chorros boyantes, con pequeños valores del número de 
Froude. 
 
En las figuras 13.17 y 13.18, se comparan los resultados predichos con los medidos en 
los experimentos de decaimiento de densidad y de temperatura a lo largo de la línea 
central de chorros boyantes en ambientes estratificados establemente. Se ha encontrado 
que el desarrollo inicial del chorro es muy sensible a los valores iniciales de k  y ε toma-
dos en la simulación numérica. 
Fig. 13.16.  
Máxima elevación 










( ) ( )* /a c a jC ρ ρ ρ ρ= − −    ( .4  )Fr Ec conch j≡   a ambiente≡    
  (   )c líneacentral ejedel chorro≡   j chorro≡     .    enel amb lejos del chorro∞ ≡  
Fig. 13.17.  
Variación de la den-
sidad a lo largo de la 
línea central de cho-





miento relativo de 
la temperatura re-
lativa del fluido a 
lo largo de la lí-
nea cen-
tral de chorros 
boyantes planos8 
 
Fig. 13.19.  
Variación de la 
densidad a lo 
largo de la línea 
central de chorros 









Los subíndices de las magnitudes que aparecen en las figura 13.17 y 13.18 significan: E, 
ambiente; ,Eo  ambiente inicial; mE , en la línea central (máximo); 0, valor inicial. 
En las figuras 13.19 y 13.20, se muestran otros resultados experimentales en términos 
del número de Froude de densidad. 
 
13.3.4 Interacción de los chorros y los penachos con corrientes transversales 
La mayoría de los chorros y los penachos 
 están vinculados, en la práctica, a corrientes transversales. El comportamiento detallado 
del flujo que resulta de la interacción se explica analizando la información experimental 
disponible, bastante extensa. Crabb, Durâo y Whitelaw,11 entre otros investigadores, han 
estudiado experimentalmente, en la región próxima al orificio de eyección, un chorro 
circular que descarga verticalmente en una corriente externa de densidad uniforme. 
Viendo cómo se desarrolla el flujo resultante de la interacción, se supone que los dos 
parámetros básicos son el flujo específico de cantidad de movimiento del chorro y la 
velocidad U  de la corriente transversal. Mediante ambos, se define una longitud carac-
terística 2 /Mz M U= . Así, se observa que solo en Mz z  el efecto de la corriente 
transversal es el rasgo dominante. 
Fig. 13.20. Decai-
miento de la densidad 
relativa del fluidoa lo 
largo de la línea cen-
tral de chorros boyan-
tes axisimétricos8 
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Por simple aplicación de argumentos de flujo de cantidad de movimiento, y asumiendo 
autosemejanza de secciones transversales del chorro en los casos límite Mz z  y 
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donde mW  es la velocidad máxima media en dirección vertical. 
Suponiendo que la trayectoria del eje del chorro puede definirse por una función ( ) ,z x  
donde x  es ahora una coordenada horizontal, de manera que se satisface: 
  mWdz
dx U
=  (13.46)  
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Similares argumentos se aplican a la conservación de un trazador en secciones horizon-
tales y transversales de chorros. 
La aplicación del principio de cantidad de movimiento y semejanza a una sección hori-
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     =    





   (13.50) 
donde μ es el flujo másico específico local y θ es la concentración de especies. 
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Las relaciones anteriores comprenden los casos límite que podrían ocurrir con un chorro 
boyante turbulento en una corriente transversal uniforme. Sin embargo, en cualquier si-
tuación dada de flujo, solo cabe considerar dos casos: M Bz z>  y M Bz z< . 
La condición M Bz z>  corresponde a preponderancia de la cantidad de movimiento de 
chorro con respecto al empuje ascensional, de modo que la secuencia de desarrollo del 
flujo es: chorro, chorro encorvado, penacho encorvado, de conformidad con las ecuacio-
nes 13.45a, 13.45b y 13.48b. 
La condición M Bz z<  corresponde a fuerzas de empuje ascensional dominantes con res-
pecto a la cantidad de movimiento del chorro, de modo que la secuencia de desarrollo 
del flujo es: chorro, penacho, penacho encorvado. Los puntos de desviación de la trayec-
toria se encuentran, aproximadamente, en Mz  y ( )1/32 /Cz M UB= , cuando M Bz z> , y 
en 3/4 ½/Mz l M B= = , si .M Bz z<  Los valores de los coeficientes 1 4C C…  obtenidos 
por varios investigadores se indican en la tabla 13.5. 
Constante Valor Investigadores 
C1 
1,8-2,5 Hoult, Fay y Forney (1969) 
1,8-2,3 Wright (1977) 
C2 
1,8-2,1 Briggs (1975) 
1,6-2,1 Wright (1977) 
1,44 Chu y Goldberg (1974) 
C3 1,4-1,8 Wright (1977) 
C4 
0,85-1,3 Briggs (1975) 
(0,85-1,4)(zm/zB)2 Chu y Goldberg (1974) 
 
El simplista análisis presentado no describe dos características del flujo que interesan a 
quienes estudian el medio ambiente: el proceso de sembrado de vórtices, que se produce 
cuando la corriente transversal se comporta como si el chorro fuera esencialmente un 
objeto sólido, y la bifurcación, o división del chorro en dos, por la adición de empuje 
ascensional al chorro. 
Chorros y penachos con corriente transversal y estratificación 
Las soluciones de los problemas del flujo en los chorros y los penachos afectados por 
corrientes transversales y estratificación de densidad requieren la determinación de tres 
parámetros dependientes de seis escalas de longitud: Ql , , , ,  M M B Ml h h z y Bz .  
Los parámetros son /Q Ml l , conocido como el número de Richardson; ( )
2/S MN B= , 
del cual dependen Mh  y Bh , y 
1/2 2 /M U B , especificado por /M Bz z . 
La altura de elevación terminal de un chorro boyante en una corriente transversal de 
densidad estratificada puede especificarse a partir de soluciones previas, para chorros en 
corrientes transversales, teniendo en cuenta que hay una escala de longitud que implica 
Tabla 13.5. 
Constantes utili-
zadas en las le-
yes de trayectoria 
asintótica y dilu-
ción para un cho-
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solo la corriente transversal y la estratificación, /L U N= . Puesto que L  es la única 
escala de longitud horizontal, la altura terminal de elevación se especifica, aproximada-
mente, sustituyendo x  por L  en cualquier solución asintótica de la ecuación de trayec-
toria apropiada. 
La tabla 13.6 incluye una lista de alturas asintóticas de elevación para un chorro boyante 
turbulento vertical que descarga en una corriente de densidad estratificada. 
 
Caso ( )2 1/2/ / 1U N M   ( ) 1/2 21 / / /M BU N M z z   ( )
2 1/2/ / /M Bz z U N M  
M Bz z>  1/ 4T Mz h E= ≅  2/3 1/3 2/T Mz z L E=  
1/3 2/3
4/ 3,8T Bz z L E= ≅  
Caso 1/2 1S−   ( )1/2 21 /B MS z z−   ( )
2 1/2/B Mz z S
−
  
M Bz z<  1/ 4T Mz h E= ≅  3/ 4T Bz h E= ≅  1/3 2/3 4/ 3,8T Bz z L E= ≅  
 
La tabla 13.6 incluye también los valores encontrados para los coeficientes 1E , 3  E y 4E
.No se dispone de información sobre el coeficiente 2E . 
Los modelos integrales desarrollados por Schatzmann12 son muy apropiados para resol-
ver problemas en que intervienen efectos de corrientes transversales y de estratificación 
de densidad en el medio ambiente. Son, probablemente, los métodos más adecuados para 
desarrollar proyectos de ingeniería. Otro modelo interesante, concretamente para descri-
bir la mayoría de los rasgos de los incendios masivos, es el desarrollado por Luti y Brzus-
towski.13  
En algunas condiciones atmosféricas, se observa una asombrosa semejanza entre la tra-
yectoria real del flujo que resulta de la interacción de un penacho y una corriente trans-




fía directa de un 
chorro de gas trans-
versal en una co-







La licuefacción o licuación de gases es el cambio de estado que ocurre cuando una 
sustancia pasa del estado gaseoso al líquido por alta compresión isoterma y disminución 
de su temperatura por expansión adiabática. El fenómeno fue descubierto por Faraday en 
1823. 
La licuefacción ocurre cuando las fuerzas de atracción entre las moléculas de gas son 
suficientemente fuertes para contrarrestar su energía cinética, así que todos los gases 
pueden convertirse a fase líquida incrementando su presión o disminuyendo la 
temperatura, o por una combinación de ambos procesos. La temperatura por encima de 
la cual un gas no puede ser licuado por la sola acción de la presión se denomina 
temperatura crítica, cT . La presión requerida para licuar un gas a temperatura crítica se 
denomina presión crítica, cP . 
La tabla 14.1 proporciona los datos de la temperatura crítica y la presión critica de varios 
gases. 
Gas Temperatura crítica, Tc (ºC/k) Presión crítica, Pc (KPa) 
Argón -122,40 (150,7) 4.870 
Amoniaco 132,40 (405,5) 11.280 
Cloro 143,80 (417,0) 7.700 
Helio -267,96 (5,19)  227 
Hidrógeno -239,95 (33,2) 1.300 
Nitrógeno -146,90 (126,2) 3.390 
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La figura 14.1 ilustra las curvas de presión de vapor saturado con respecto a la 
temperatura de varios gases hidrocarburos. 
 
Muchos gases tienen una temperatura crítica superior al valor de su temperatura estándar. 
Son los denominados gases licuables, que pueden licuarse simplemente incrementando 
su presión después de enfriarlos. Dos de estos gases son el dióxido de azufre y el dióxido 
de carbono. 
Muchos son los usos de los gases licuados. Entre ellos, cabe citar los siguientes: 
− En refrigeración y acondicionamiento de aire. 
− En los hospitales (oxígeno líquido, convertido a gas y suministrado a pacientes con 
problemas respiratorios) (dermatología, inseminación artificial, etc.). 
− En procesos tecnológicos (solución de cloro en agua para el blanqueo de la pasta de 
papel y de textiles). 
− Para la desinfección y la purificación del agua, de desechos industriales, etc. 
− Para la obtención de nitrógeno, oxígeno y argón (aire líquido, separación de 
componentes por destilación). 
− El helio líquido tiene muchas e importantes aplicaciones en criogenia, fabricación de 
semiconductores, soldadura, tecnología espacial, imanes superconductores, etc. 
Por otra parte, la licuación de los gases facilita su almacenamiento y transporte, como es 
el caso de los gases licuados del petróleo (GLP) o del GNL. 
14.2 Fundamentos 
Todo proceso de licuefacción comporta, en el clásico método de cascada, varios ciclos 
de compresión, refrigeración y expansión del gas a través de una válvula en que se 
produce el efecto de Joule-Thomson. 
Fig. 14.1. 
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En la figura 14.2, se muestra un esquema del ciclo ideal de licuefacción y, en la figura 
14.3, se representa en el diagrama T, S. El balance del ciclo requiere aplicar las dos leyes 
de la termodinámica. 
            
La primera ley se aplica al balance de energía del sistema, que se enuncia así: en estado 
estacionario, el balance de las energías dentro y fuera del sistema es cero. Su expresión 
matemática es: 
 𝑊𝑊𝑐𝑐̇ + ?̇?𝑚ℎ1 = 𝑊𝑊𝑒𝑒̇ + 𝑄𝑄?̇?𝑟 + ?̇?𝑚ℎ𝑓𝑓, o bien 
˙
net rW Q= - ( )1 fm h h−  (14.1) 










σ= + +  ,  
 o bien ( )
˙
1 1r fQ T m s s= −  (14.2) 
Combinando ambas ecuaciones, se tiene:  
 ( ) ( )1 1 1net f fW T m s s m h h= − − −    (14.3) 
De hecho, la energía requerida para enfriar una masa de gas y convertirla de vapor 
saturado a líquido saturado a su temperatura normal de ebullición, se expresa: 








W mc T dT mh
T T
  ∆ = − + −      
∫  (14.4) 
donde el primer término del segundo miembro representa el trabajo necesario para 
extraer el calor sensible del gas, y el segundo, para extraer el calor latente. 
Entre sus principales limitaciones, cabe señalar que no es posible alcanzar una presión 
escenario ideal y que la expansión isoentrópica es muy difícil de conseguir. En cambio, 
la expansión isoentálpica se logra fácilmente por estrangulación de la corriente de gas. 
El enfriamiento asociado a este proceso explota las propiedades del gas real. A elevada 
temperatura y baja presión, la entalpia es independiente de la presión. 
Fig. 14.2. (izquierda) 
Fig. 14.3. (derecha) 
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Gas Punto normal de ebullición, k 
Trabajo ideal de licuefacción 
/i fW m−  , kJ/kg 
Helio-4 4,21 6819 
Hidrógeno, H2 20,27 12019 
Neón, Ne 27,09 1335 
Nitrógeno, N2 77,36 768,1 
Aire 78,8 738,9 
Monóxido de 
carbono, CO 81,6 768,6 
Argón, A 87,28 478,6 
Oxígeno, O2 90,18 635,6 
Metano, CH4 111,7 1091 
Etano, C2H6 184,5 353,1 
Propano, C3H6 231,1 140,4 
Amoniaco, NH3 239,8 359,1 
 
La tabla 14.2 incluye el punto normal de ebullición y el trabajo de licuefacción ideal de 
los gases más importantes. 


























=   (14.5) 






=  , Q = carga de refrig 1 2h h= +  
 
14.2.1 Coeficiente de Joule-Thomson 
En 1885, Joule y Thomson confirman que un flujo de gas a través de una restricción 
experimenta un descenso de temperatura junto con una caída de presión. 
El fenómeno se caracteriza por el coeficiente de Joule-Thomson, |j h
dT
dP
µ = . Cuando 
0jµ > , la caída de presión va acompañada de una dismi-nución de la temperatura. 
Las figuras 14.4 y 14.5 muestran las regiones de jµ  positivo y negativo. Por encima de 
la temperatura de inversión, se tiene 0jµ ≤  para todas las presiones. 
Algunos gases requieren enfriamiento previo. Para el helio, la temperatura de inversión 
es de 45 K; para el hidrógeno, 205 K, y para el neón, 250 K. 
Tabla 14.2. 
Trabajo ideal 
requerido para licuar 
gases a partir de las 
condiciones: 300 K, 
101,3 kPa 
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14.3 Ciclos 
Varios son los ciclos por los cuales se puede lograr la licuación de los gases. En general, 
cabe citar los siguientes: 
− Ciclo simple de Linde-Hampson 
− Ciclos de Linde-Hampson mejorados 
− Ciclo de Claude y sus variantes 
− Licuador de Collins 
− Licuador comercial de helio 
En concreto, para el gas natural, hay los siguientes: 
− Proceso de cascada clásica (ConocoPhillips) 
− Proceso Technip-L’Air Liquide 
− Proceso de Air Products and Chemicals (C3MR o bien ACPI) 
− Proceso de Technip-Snamprogetti 
− Shell DMR 
A título de ejemplo, se muestran esquemas de los ciclos de Linde-Hampson simple y 
mejorado, de carácter general, y del proceso de Air Products and Chemicals, junto con 
una representación gráfica de un licuador de GN, a pequeña escala (Idaho National 
Engineering and Environmental Laboratory), para el gas natural. 
14.3.1 Ciclo simple de Linde-Hampson 
La figura 14.6 muestra el esquema del ciclo simple de Linde-Hampson. 
 
Fig. 14.4.  (izquierda) 
Diagrama T, S 
 
Fig. 14.5. (derecha)  
Curva de inversión 
 
 
Fig. 14.6.  
Ciclo simple de 
Linde-Hampson 
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Como características peculiares de este ciclo, cabe citar las siguientes: 
− La temperatura de inversión ha de estar por encima de la temperatura de compresión, 
o bien se requiere un enfriamiento previo a través de un líquido refrigerante de más 
alta temperatura. 
− El intercambiador de calor recuperativo preenfría la corriente de alta presión. 
− El licuador requiere el suministro de gas de maquillaje. 
− El refrigerador absorbe calor convirtiendo el líquido a vapor a la temperatura de 
saturación de baja presión. 
El trabajo de compresión se calcula aplicando la primera y la segunda ley al compresor 
en condiciones de estado estacionario, y la primera ley al sistema sin el compresor. En 
efecto: 
(i) 1ª ley en el compresor ( )
˙ ˙
1 2 0c rW Q m h h− + − =    (14.6) 
(ii) 2ª ley en el compresor ( )
˙
1 1 2rQ mT s s= −  (14.7) 
  (se ha supuesto compresión isotérmica) 
Combinando las ecuaciones 14.6 y 14.7, se obtiene: 
 ( ) ( )
˙
1 1 2 1 2
cW T s s h h
m
= − − −

 (14.8) 
(iii) 1ª ley aplicada al sistema sin el compresor: ( ) ( )
˙
1 2 1f fm h h m h h− = −  (14.9) 
Definido por el rendimiento del ciclo Y  como ( ) ( )
˙
1 2 1/ /f fY m m h h h h= = − − , se 
obtiene: 
 ( ) ( )
˙ ˙
1





T s s h h
Ym h hm
− 
= = − − −     − 
 (14.10) 
 
Ciclos Linde-Hampson mejorados 
Las figuras 14.7a y 14.7b muestran los esquemas de un ciclo L-H preenfriado y de 
presión dual, respectivamente. 
El ciclo L-H preenfriado optimiza el rendimiento a través de la presión, la temperatura 
de pre-enfriamiento y la relación del flujo másico. Incrementa el valor de FOM por un 
factor de 2. 
El ciclo L-H de presión dual optimiza el rendimiento a través de dos presiones y la 
relación del flujo másico fraccional. Incrementa el valor de FOM por un factor de 1,9.  
 




Influencia de los componentes no ideales 
La figura 14.8 muestra en el diagrama ,T S  dos ciclos de licuefacción: uno ideal y otro 
real. El ciclo real tiene en cuenta la influencia de los componentes no ideales del gas en 
el rendimiento del proceso. 
 













En segundo lugar, un compresor no isotermo requiere más trabajo, 1cη < , que un 
compresor isotermo para el mismo incremento de presión: 














  (14.12) 
La influencia de estos dos parámetros sobre la capacidad del enfriador y la del licuador, 
y el trabajo de compresión para un sistema de Linde-Hampson simple se cuantifica por 
las relaciones siguientes: 
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 ( ) ( )( )
( ) ( )( )






h h h hh hy
h h h h h h
ε
ε
− − − −−
= =
− − − − −
  (14.14) 
 ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 2 11 1 g
c








14.3.2 Proceso de licuefacción de GN de Air Products and Chemicals, y 
esquema de licuefacción de GN a pequeña escala del Idaho National 
Engineering and Environmental Laboratory 
La figura 14.9 muestra el esquema del proceso de licuefacción de GN de AP&Ch. Este 
proceso utiliza el de cascada clásica en propano puro y el de autorrefrigeración. El 
propano licuado se utiliza para enfriar el refrigerante mixto MCR y el GN a una 
temperatura de -32,5ºC. El refrigerante mixto es una mezcla de nitrógeno, metano, etano, 
propano y butano. Comprimido y enfriado, pasa a un tanque intermedio para separar las 
fases, y de él se derivan líquido y gas al intercambiador de calor criogénico, donde son 
enfriados de nuevo por estrangulación y posteriormente vaporizados para ser 
realimentados a los compresores de MCR. El intercambiador de calor criogénico enfría 
una vez más y condensa el GN, que después pasa a almacenamiento.  
 
 











En la figura 14.10, se muestra un cuadro con los diferentes componentes esenciales de 
una instalación de licuefacción de GN a pequeña escala, con sus correspondientes 





(Ver ref. 1, 2 y 3) 
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Tubo de vórtice de 
Ranque-Hilsch 
15.1 Introducción 
El tubo de vórtice de Ranque-Hilsch es un dispositivo mecánico, sin partes móviles, que 
divide una corriente de gas comprimido en dos: una fría y otra caliente. Generalmente, 
los tubos de vórtice se pueden clasificar en dos tipos: el de reflujo (figura 15.1a) y el de 
flujo paralelo o uniflujo (figura 15.1b). La figura 15.2 muestra, con mayor detalle, la 
configuración del tubo de vórtice de reflujo y las corrientes fría y caliente en él. 
Fig. 15.1. 
Tubos de vórtice (a) de 




Dinámica de gases 
 
462 
El principio de funcionamiento del tubo de vórtice de reflujo consiste en la inyección de 
gas comprimido en una cámara generadora de un remolino intenso, que se propaga a alta 
velocidad de rotación hacia un extremo del tubo, donde se encuentra una válvula de con-
trol que separa la capa exterior del remolino, descargada caliente al exterior, del núcleo 
central, que se ve obligado a retroceder hacia el otro extremo, donde es descargado frío. 
El gas que emerge del extremo caliente puede llegar a alcanzar una temperatura de 200ºC 
y el del extremo frío, -50ºC. 
El tubo de vórtice uniflujo está constituido por un bloque de entrada de toberas, un tubo 
vortex, y una válvula de cono con un orificio central. A diferencia de la versión de reflujo, 
más popular, la salida de aire frío está localizada concéntricamente con la salida anular 
de aire caliente. Su funcionamiento es similar al del tubo de reflujo. 
15.2 Historia 
Al parecer, G. J. Ranque2 fue el primero en observar, en 1933, el comportamiento de un 
tubo de vórtice. En 1946, R. Hilsch3 estudió el fenómeno con un más detalle, mediante 
una optimización tosca de la geometría del tubo relacionando la diferencia de tempera-
tura con las presiones de entrada y salida y con los caudales, y evaluó el rendimiento del 
tubo de vórtice. Sin embargo, no llegó a explicar el proceso físico que había detrás del 
efecto, si bien sugirió que el tubo podía ser utilizado en procesos de separación de gas. 
La publicación de Hilsch generó un interés considerable y, desde entonces, han aparecido 
en la literatura muchos artículos con posibles explicaciones de lo que hoy en día se de-
nomina efecto del tubo de vórtice de Ranque-Hilsch. La revista Scientific American4 pu-
blicó en 1958 una primera historia del tubo de Hilsch. A continuación, se reproducen 
algunos párrafos: 
 “Shortly after the end of World War II, word came to the U.S. that the Germans had 
developed a remarkably simple device with which one could reach temperatures as 
low as the freezing point of mercury. The device was said to consist only of an air 
compressor and three pipes. The details of construction were not available, but it was 
reported that the device had in effect realized Maxwell’s demon, a fanciful means of 
separating heat from cold without work.” 
“… When physicists heard that the Germans had developed a device which could 
achieve low temperatures, they were intrigued though obviously skeptical. One phys-
icist, Robert M. Milton, investigated the matter first for the U.S. Navy.” 
“Milton discovered that the device was most ingenious, though not quite as miracu-
lous as it had been rumored. It consisted of a T-shaped assembly of pipe joined by a 
novel fitting. When compressed air is admitted to the ‘leg’ of the T, hot air comes out 
of one arm of the T and cold air out of the other arm! Obviously, however, work must 
be done to compress the air.” 
“The origin of the device is obscure. The principle is said to have been discovered by 
a Frenchman who left some early experimental models in the path of the German 
Army when France was occupied. These were turned over to a German physicist 
named Rudolf Hilsch, who was working on low temperature devices for the German 
war effort. Hilsch made improvements on the Frenchman’s design but found that it 
was no more efficient than conventional methods of refrigeration in achieving fairly 
low temperature. Subsequently, the device became known as the Hilsch tube.” 
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Desde los años cincuenta, son numerosas las investigaciones que se han realizado sobre 
el tubo de vórtice, y se han publicado un sinfín de artículos intentando presentar una 
formulación general del proceso de separación de energía que tiene lugar en el tubo. Sin 
embargo, la complejidad del campo de flujo dificulta su análisis matemático. 
15.3 Diseño básico del tubo 
Las características del tubo de vórtice dependen mucho del diseño, que se ha de concebir 
adfigdamente para obtener el campo de flujo correcto. Varios son los parámetros que 
pueden variar al diseñar el tubo; los principales son: la longitud, el diámetro, el área de 
tobera y las áreas de los extremos frío y caliente. Estos parámetros, junto con la relación 
de flujos de aire caliente y frío, y las condiciones de entrada, determinan notablemente 
los parámetros de escape del tubo: el campo de velocidad del flujo, la temperatura de las 
descargas de aire frío y aire caliente, la presión y el caudal. 
Hasta el momento, vista la información disponible sobre el tema, parece que todavía no 
se ha llegado a establecer un modelo que prediga con fiabilidad las prestaciones de un 
tubo con base solo en las condiciones de entrada y la geometría del tubo. Por consi-
guiente, la mayoría de los criterios de diseño de un tubo del vórtice provienen de rela-
ciones empíricas establecidas a partir de datos experimentales. Veamos algunos: 
(i) La longitud del tubo 
 Para extraer en el extremo caliente del tubo la fracción caliente de la corriente in-
yectada, es necesario que la longitud del tubo sea mayor que la del núcleo del re-
flujo, pues, en caso contrario, la descarga en dicho extremo será una mezcla de gas 
caliente y gas frío. 
 La longitud del tubo afecta significativamente sus prestaciones. En los tubos cortos, 
la separación de temperatura es pequeña y la separación de corriente es alta; si son 
largos, ocurre lo contrario. 
 Se admite, en general, que las prestaciones óptimas se alcanzan con longitudes de 
tubo situadas en el intervalo 40 / 50L D< < . No obstante, Takahama y Yokosawa6 
sugieren utilizar un tubo de longitud 100  L D≥ para obtener el mejor rendimiento. 
 
(ii) El diámetro del tubo 
 Tomando como criterio la diferencia de temperatura del gas en los escapes caliente 
y frío, se ha encontrado que las prestaciones del tubo aumentan a medida que au-
menta su diámetro hasta los 16 mm, y después decrecen. De hecho, parece que el 
diámetro del tubo depende de la relación entre las fuerzas de inercia y las fuerzas 
viscosas. Estas últimas son las responsables, al parecer, del proceso de separación 
de energía. La relación de la separación de energía con el aumento del diámetro 
está asociada directamente a la magnitud de los gradientes de velocidad angular, 
que, en si las demás condiciones se mantienen iguales, es mucho menor en los tubos 
de mayor diámetro. Puesto que los gradientes de velocidad angular promueven la 
transferencia de trabajo, la separación de energía se reduce. Esto sugiere que, en 
general, en los tubos de vórtice de pequeño diámetro, el efecto de separación de 
energía será mayor que en los de mayor diámetro. 
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(iii) La cámara de toberas y la(s) tobera(s) de entrada 
 La tobera propiamente dicha es la parte de entrada del tubo de vórtice por la cual 
se inyecta tangencialmente el fluido en el tubo. Es la parte más importante, pues su 
forma y su área determinan las características del vórtice: la velocidad del fluido y 
la forma del remolino. Un criterio de diseño consiste en fijar el valor de la velocidad 
de entrada del gas en el tubo en 100 m/s, si bien resulta difícil de establecer, pues 
depende no solo de la presión aplicada y del diámetro de tobera nd , sino también 
de la presión en el interior del tubo. 
 La tobera de entrada es un componente muy importante del tubo del vórtice. Para 
lograr las prestaciones óptimas, la pérdida de presión en la tobera de entrada deberá 
ser la menor posible; sin embargo, una tobera de entrada demasiado grande no ase-
gura el establecimiento del flujo vortex adecuado, lo cual conlleva una baja difusión 
de la energía cinética y, por tanto, también baja la separación de temperatura. 
 Se ha encontrado experimentalmente que, en un tubo de vórtice optimizado, la re-
lación del área de la tobera de entrada con el área del tubo de vórtice es: 









τ = =   (14.1) 
Los subíndices significan: in, entrada; c, extremo frío; vt, tubo de vórtice; n, orificio 
o ranura de tobera. 
Takahama encontró que, para lograr grandes diferencias de temperatura o máxima 
capacidad de refrigeración, la geometría óptima del tubo de vórtice ha de cumplir 
las relaciones siguientes: 
 / 0, 2 in vtd D ≤  ;
2 2 / 0,16 0,20.nNd D = −  (15.2) 
 2 2/ 2,3nD Nd ≤  (15.2) 
(iv)  El tipo y el número de orificios o ranuras de la tobera de entrada 
En los tubos de vórtice, los tipos de cámaras de vórtice, los tipos y el número de 
ranuras de la tobera de entrada son muy importantes. Las toberas de entrada deben 
diseñarse de modo que el flujo de gas sea tangencial en el tubo de vórtice. La ma-
yoría de las cámaras de vórtice son circulares con una sola entrada, si bien las de 
dos entradas son más eficaces. La figura 15.3 muestra tres configuraciones distintas 
del conjunto de la cámara de toberas y las toberas. 
En realidad, son muchas y variadas las propuestas de configuración de la cámara de 
toberas, y la forma y el número de ranuras de la tobera, sin que se haya llegado a un 
criterio mayoritariamente aceptado. No obstante, parece que el incremento del nú-
mero de ranuras de la tobera de entrada produce una más alta separación de la tem-
peratura en el tubo. La prestación de las toberas se caracterizada por la velocidad 
del remolino y por la simetría del flujo.  




Takahama5 propone el criterio siguiente: 
 2 20,16 / 0,20  ,  nNd D< < y / 0, 2nd D <  (15.3) 
donde N  es el número de orificios o ranuras de la tobera. 
(v) El tamaño del orificio de salida de la corriente fría 
En general, el tamaño óptimo de orificio se encuentra en el intervalo:  
 0, 4 / 0,6cd D< <  (15.4) 
Westley7 sugiere como criterio la relación / 0,167c vtA A ≅  entre el área de la sec-
ción recta del orificio del extremo frío y el área de la sección recta del tubo. La tabla 
15.1 presenta diámetros óptimos de orificio para dos valores de la relación de pre-
siones /in cp p . 
Merkulov propone la ecuación siguiente: 




ε= +  (15.5) 
donde /c inm mε =   representa la fracción de flujo másico de la corriente fría. 
En cualquier tubo de vórtice de dos extremos, el diámetro de reflujo es siempre 
menor que 2 nD d− , donde nd  es el diámetro de los orificios o ranuras por donde 
se introduce el gas en el tubo. Un criterio muy conservador consiste en determinar 
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dn/Dh dc /Dh  
0,266 0,34 0,38 
0,376 0,37 0,38 
0,461 0,4 0,4 
0,532 0,41 0,37 
0,595 0,36 0,32 
 pin/pc=1,5 pin/pc=7 
 
En resumen, cabe concluir que, para conseguir unos resultados óptimos, el valor 
del diámetro adimensional del orificio de salida de la corriente fría debe encontrarse 
en el intervalo 0,4 / 0,6cd D< < . 
(vi) La válvula de control de la corriente caliente 
En general, se utiliza una válvula de cono con un ángulo de 50º. Situada en el ex-
tremo del tubo, confina la corriente periférica, caliente, hacia la pared y restringe el 
flujo de la corriente central, fría, que se ve obligado a retroceder. La regulación de 
la posición de esta válvula permite controlar la fracción de flujo másico correspon-
diente a la corriente fría. 
A título informativo, las figuras 15.4 y 15.5 muestran la configuración del tubo de vórtice 
utilizado en los experimentos que llevó a cabo J. Camiré.8 Se ha de hacer constar que, 
por imposición de los requisitos de los sistemas de medición de las magnitudes que in-
tervienen en la caracterización de las prestaciones del tubo, sus dimensiones no cumplen 
por completo los criterios de diseño antes expuestos. 
 
Fig. 15.4.  
Conjunto de tubo de 
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(Ver ref. 5, 6, 7 y 8) 
15.4 Prestaciones 
Para caracterizar las prestaciones del tubo de vórtice, se utilizan las magnitudes de estado 
inicial 0T , 0P  y flujo másico 0j , a partir de las cuales se expresan las magnitudes carac-
terísticas de la corriente caliente, hT , ,h hP j , y las de la corriente fría, cT , cP  y cj . 
Los experimentos realizados por Camiré8 aportaron los resultados que se resumen a con-
tinuación. 
La figura 15.6 muestra la variación de la temperatura total ( 2 / 2t pT T u c= + ) con res-
pecto a su valor inicial de las corrientes caliente y fría en el tubo de vórtice, cuyas carac-
terísticas ya se han especificado, en función de la relación de sus respectivos flujos má-
sicos.  
Se constata la influencia notable de la presión del gas plp  en la cámara pulmón previa 
al generador de vórtice, por una parte, y de la relación de flujos másicos, por otra. 
La figura 15.8 muestra una representación del campo de flujo en el tubo de vórtice. El 
ángulo θ indica la orientación del vector velocidad máxima del gas con respecto al eje 
z . Su conocimiento permite descomponer la velocidad máxima en sus componentes 
axial y tangencial, por una parte, y la dirección de la corriente ( θ < 90º: corriente hacia 
el extremo caliente; θ > 90º: corriente hacia el extremo frío), por otra. 
Fig. 15.5. 
Detalles de la cámara 
y de la tobera del tubo 
de vórtice utilizado 
por Camiré8 
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miré8 
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La figura 15.9 representa el ángulo θ del vector velocidad en función de la distancia 
radial normalizada para diferentes valores del flujo másico normalizado de la corriente 
fría. A la separación de las corrientes fría y caliente corresponde θ 90º= 90º .  
 
(Ver  . 8, 9, 10 y 11) 
15.5 Aproximación teórica de las prestaciones del tubo de vórtice  
El efecto del tubo de vórtice encuentra, en principio, una explicación completa mediante 










donde T es la temperatura de remanso del gas rotante en la posición radial r  , v  es la 
velocidad absoluta del gas, ω

 es la velocidad angular del sistema y pc  es el calor espe-
cífico del gas a presión constante. 
La ecuación 15.6 muestra claramente que, mientras el gas, moviéndose hacia el centro 
del tubo, está enfriándose, el gas periférico aumenta su velocidad. Al mismo tiempo, el 
rozamiento del gas periférico a gran velocidad con la pared del tubo transforma la energía 
cinética en energía interna, lo cual se manifiesta por un aumento de la temperatura del 
gas en la salida. 
En la exploración de la separación de temperatura en un tubo de vórtice, se han conside-
rado diferentes factores, tales como el gradiente de presión, la viscosidad, la estructura 
del flujo y la transmisión acústica. Debido a la complejidad de la estructura del flujo en 
el tubo, ninguno de los factores mencionados se ha mostrado determinante en la separa-
ción de energía. 
El primer fenómeno que se investigó fue el cambio de presión en el tubo. En investiga-
ciones más recientes, se ha estudiado, por simulación numérica, la caída de temperatura 
cerca de la entrada al tubo, debida a la expansión brusca del gas. Su valor puede calcu-
larse aproximadamente mediante la ecuación de expansión adiabática 
( )/ 1.· Ccte.P T γ γ− − = ; sin embargo, la notable diferencia entre el valor calculado y el valor 
Fig. 15.9. 
Ángulo del vector 
velocidad en función 
de la distancia radial 
en la sección recta a 
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obtenido experimentalmente sugiere que existen otros factores que influyen en la sepa-
ración térmica. No obstante, la caída de temperatura, debida a la expansión brusca, con-
tribuye significativamente a la separación global de la temperatura. 
Otros estudios han sugerido que la generación de un vórtice forzado es la razón principal 
de la existencia de un gradiente de presión radial; sin embargo, no se ha llegado a un 
acuerdo sobre la razón por la cual la temperatura aumenta en el flujo periférico.  
Otro posible factor que contribuye a la separación térmica es la transmisión del ruido que 
se produce en el tubo. Los resultados experimentales muestran que, cuando aumenta la 
presión de entrada, se produce un incremento brusco de la temperatura de -35ºC a 0,6ºC 
y, simultáneamente, se registra una caída brusca de 25 dB del nivel de presión acústica. 
Los resultados representados en la figura 15.10 muestran una correspondencia notable 
entre los cambios en la separación de la temperatura y el nivel de la presión acústica. Sin 
embargo, no se dispone de evidencia suficiente para sostener que la transmisión acústica 
altera la estructura de flujo y, por ello, el gradiente de presión en el interior del tubo. 
 
Según algunos investigadores, son causas importantes del calentamiento de la corriente 
externa la fricción interna y la turbulencia. Se ha sugerido que el calor generado por 
fricción entre el flujo de gas y la pared interna del tubo convierte la energía cinética en 
energía térmica, que causa elevación de temperatura; sin embargo, los cálculos demues-
tran que esta causa no es suficiente para dar lugar al gradiente de temperatura en el tubo 
de vórtice, en que el incremento de temperatura se sitúa entre 30 y 100 K. 
En la investigación del tubo de vórtice de contra-corriente, se constata que la proporción 
de aire frío forzado hacia atrás por la obstrucción del extremo caliente es mayor que la 
proporción de aire frío eyectado desde el extremo frío. Por ello, parte del aire frío forzado 
hacia atrás debe volver al extremo caliente, lo cual da lugar a una circulación secundaria 
o recirculación, como se muestra en la figura 15.11. Este flujo de recirculación transfiere 
energía a la corriente primaria inyectada y aumenta la temperatura de la capa externa, al 
tiempo que enfría el núcleo del flujo. Sin embargo, no todas las investigaciones corrobo-
ran la existencia de este flujo secundario. Al parecer, la generación de un flujo secundario 
depende del tamaño de la tobera del extremo frío del tubo. 
Fig. 15.10. 
Influencia del nivel 
de presión acústica 
en el tubo sobre el 
valor de separación 
de la temperatura10  
 
 




Como una de las razones de la separación de la temperatura, también se ha investigado 
el efecto del gradiente de la temperatura estática. La figura 15.12 muestra la distribución 
de la temperatura estática como una función del radio a lo largo de un tubo de 350 mm 
de longitud. Se constata que la temperatura estática disminuye radialmente cerca de la 
entrada, lo cual significa que el flujo interno tiene una temperatura más alta que el flujo 
periférico, excepto en la capa límite de pared. Se ha supuesto que este gradiente de tem-
peratura estática incrementa la transferencia de calor desde el núcleo hasta el flujo peri-
férico, que ocasiona la separación de la temperatura total.  
 
 
Por contra, otras investigaciones aportan diferente información: la temperatura estática 
aumenta hacia la pared. La figura 15.13 muestra la distribución radial de la temperatura 
estática en dos posiciones axiales, a 24 mm y a 48 mm, a partir de la inyección en un 
tubo de vórtice de 205 mm de longitud. La figura 15.14 muestra la distribución radial de 
la temperatura estática cerca de la entrada, obtenida por simulación numérica, muy simi-
lar a la obtenida experimentalmente. 
Fig. 15.11.  
Regiones de mezcla 
y de circulación se-
cundaria en el tubo 
de vórtice10 
  












15.5.1 Modelos fenomenológicos aproximados 
Los primeros modelos publicados del tubo de vórtice son fenomenológicos. La mayoría 
de ellos se encuentran descritos en la publicación (9).  
El análisis dimensional aplicado al conjunto de magnitudes significativas del funciona-
miento de un tubo de vórtice muestra que la relación del descenso de temperatura del gas 
con respecto a su temperatura inicial es una función de la relación entre la presión de 
entrada y la presión de la corriente fría, por una parte, y de la fracción 
˙
/c c inm mµ =   de 
flujo másico inyectado que sale del tubo como corriente fría, por otra.  










A partir de los resultados experimentales obtenidos por varios investigadores, parece ra-
zonable considerar que el descenso de la temperatura de la corriente central del gas es el 
resultado de una combinación de una expansión brusca cerca de la entrada, de la trans-
ferencia de energía hacia la corriente periférica debida a fricción interna y turbulencia, 
del flujo secundario y del gradiente de temperatura estática. Por su parte, el incremento de la 
temperatura puede ser considerado el resultado de la compresión del gas en la periferia, del 
gradiente de temperatura estática, de la energía transferida a causa de la fricción entre capas 
turbulentas, de la fricción entre el gas y la pared del tubo y de la circulación secundaria. Además, 
Fig. 15.13.  
Distribución radial 
de la temperatura 
estática en dos sec-
ciones rectas del 
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el hecho de que la distribución de temperatura a lo largo de la pared presente un máximo 
cerca de la salida del gas caliente (v. figura 15.15) conduce a sospechar la existencia allí 
de grandes remolinos de recirculación. 
 
Pese al gran número de investigaciones que se han llevado a cabo para descifrar los me-
canismos subyacentes en la separación de temperatura, no se ha llegado todavía a com-
prenderlos. 
15.5.2 Modelos teóricos 
En el transcurso de los años, han sido numerosos los intentos que se han realizado para 
comprender los mecanismos responsables de los efectos del calentamiento y el enfria-
miento en los tubos de vórtice, para derivar modelos analíticos simplificados de las pres-
taciones del tubo. La mayoría de los modelos parten de las ecuaciones de Navier-Stokes 
para resolver el campo de flujo suponiendo alguna de sus características y simplificando su 
configuración con respecto a la del modelo estándar, y después introducen las relaciones ter-
modinámicas ad hoc. Otros investigadores desarrollaron relaciones empíricas utilizando el 
análisis dimensional. Ninguno de estos modelos ha sido capaz de explicar adecuadamente el 
efecto de separación de energía en el tubo de vórtice estándar.  
De los modelos más recientes, cabe destacar el de Ahlborn y otros,12 en que el calentamiento se 
atribuye a la conversión de la energía cinética y el enfriamiento, al proceso inverso. 
En este apartado, se exponen las ecuaciones básicas del modelo de Ahlborn, y su validez 
se contrasta con los resultados experimentales de Camiré. 
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15.5.3 La dirección del vector velocidad en los remolinos del tubo de vór-
tice y componentes de la velocidad 
En los primeros modelos del tubo de vórtice, se suponía que, en el plano de entrada, 
existía un vórtice de Rankine, que, como se sabe, está constituido por un vórtice forzado 
y un vórtice libre. Sin embargo, en todas las mediciones de los perfiles de presión y de 
velocidad del fluido en la sección de entrada, no se observó ningún vórtice libre. Por otra 
parte, la hipótesis de vórtice forzado puede ser adecuada para el tubo de vórtice uniflujo, 
pero no probablemente para el tubo estándar. 
Ante la incertidumbre de cuál es realmente la distribución de velocidad en una sección trans-
versal del tubo, Camiré opta por medir la dirección θ  del vector velocidad. La figura 15.17a 
muestra el valor del ángulo θ en función de la posición radial adimensional /r R  para 
varios valores del flujo másico adimensional de la corriente fría 0/cj j , y la figura 15.17b 
muestra la localización radial del núcleo del reflujo en función del mismo flujo másico adimen-
sional. El hecho de que exista núcleo de reflujo incluso cuando 0/cj j  0=  es sorprendente; 
se ha interpretado como la existencia de un movimiento axial rotativo presente en el 
extremo frío del tubo, incluso cuando el flujo másico allí es cero. 
 
La velocidad de remolino se calcula a partir de la variación radial de la presión en una 
sección recta del tubo. En efecto, a partir de las medidas de presión total 
( )21/ 2P p uρ= +  y de las medidas de presión en la pared del tubo, se determina la 
variación radial de la presión en su sección recta:  
Fig. 15.17a. 
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p r P r p p r p
RT r
 
∆ = − = + −  
 
 (15.8) 
Habida cuenta de que 2 2 2 2 2 2  , z r zu u u u u uφ φ= + + ≅ + , pues 2ru  es despreciable frente a 
los otros términos, la ecuación 15.8 permite determinar las componentes ,zu uφ  de la 
velocidad u  en la posición r , si ( ) ( ), ,   y pp r p T r  son conocidos, y, por tanto, la dis-
tribución radial de velocidad. A tal fin, Camiré calcula, a partir de resultados experimen-
tales, la variación de la velocidad axial zu  y de la velocidad tangencial uφ  a lo largo del 
radio del tubo en una posición axial que corresponde a la mitad de la longitud del tubo, 
suponiendo que la variación de la presión a lo largo de la pared y a lo largo del eje del 
tubo es lineal, que la variación de la presión a lo largo del radio es función de su cuadrado 
y que la variación radial de la temperatura del fluido es lineal. Por ejemplo, la variación 
de la velocidad tangencial se calcula mediante la expresión: 




senθ 2 1 senθpz
p r p
u r u r RT
p r
  ∆ +   = = −        
 (15.9) 
La figura 15.18 muestra la distribución radial de la componente tangencial de la veloci-
dad en la sección recta del centro longitudinal del tubo y una presión del fluido en la 
entrada de 20 psig.  
 
 
Fig. 15.18.  
Distribución radial 
de la componente 
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La figura 15.19 muestra la distribución radial de la componente axial de la velocidad 
para diferentes valores del flujo másico adimensional de la corriente fría. 
 
15.5.4 La distribución de presión 
En cuanto a la distribución de presión, supuesto un perfil de vórtice forzado, el modelo 


















− = −  
 
∫  (15.10) 
15.5.5 La relación entre velocidad, presión y flujos másicos 
Camiré introduce el parámetro adimensional ( )0 0/cX p p p= − , que, mediante la ecua-








= −  
 
 (15.11) 
A partir de los resultados experimentales, se calcula X y M, de modo que, definido 
2
0 /M X , la representación de esta magnitud frente a 0/cj j  permite, por ajuste funcional 
de dichos resultados, deducir una ecuación que describe adecuadamente la relación entre 
la velocidad de entrada, las presiones y la relación de flujos másicos para el tubo de 
vórtice utilizado en los experimentos. 
La figura 15.20 muestra los resultados experimentales 20 /M X  frente a 0/cj j  y la recta, 
cuya ecuación, obtenida por ajuste funcional, se escribe: 
 ( )20 0/ 2,55 1,26 /cM X j j= −  (15.12) 
 
Evidentemente, el coeficiente de correlación es bajo, lo cual debe interpretarse en el sen-
tido de que alguna otra magnitud interviene en el fenómeno. 
Fig. 15.20. 
M2o/X vs jc/jo8 
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15.5.6 Los límites de separación de energía 
En el modelo de Ahlborn, las relaciones dinámicas en las direcciones radial y axial se 
combinan con las ecuaciones de balance de energía para obtener los límites de separación 
de temperatura. 
Para ello, se considera el tubo de vórtice como un volumen de control en que hay una 
entrada de gas y dos salidas (v. figura 15.21). En su interior, se produce un intercambio 
de energía hQ , en forma de calor o de trabajo, entre la corriente caliente periférica y el 
núcleo frío. 
 
Sea tfQ  el calor transferido al exterior a través de la pared del tubo; entonces, el balance 
energético en cada una de las corrientes es: 
Corriente fría: 2 20 0
1 1
2 2c p c p c c h
j c T u j c T u Q   + = + +   
   
  (15.13) 
Corriente caliente: 2 20 0
1 1
2 2h p h p h h h tf
j c T u j c T u Q Q   + = + − +   
   
 (15.14) 
La figura 15.22 muestra el calor intercambiado entre las corrientes caliente y fría en fun-
ción del flujo másico adimensional de la corriente fría.  
 
Fig. 15.21.  
Volumen de control 





Intercambio de calor 
entre las corrientes 
caliente y fría8 
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Aceptada la hipótesis de que el calentamiento del fluido en el tubo de vórtice se debe a 
la conversión de energía cinética en calor y el enfriamiento, al proceso inverso, los ba-
lances de energía y las ecuaciones dinámicas de cada corriente permiten derivar relacio-
nes que predicen los límites de la separación de temperatura 0hT T− . Sin embargo, el 
hecho de que los valores encontrados a partir de los resultados experimentales de Camiré 
superen los valores de separación de temperatura predichos por el modelo de Ahlborn 
sugiere que el efecto del tubo de vórtice ha de ser descrito como una separación de la 
temperatura de remanso, en lugar de una separación de la temperatura estática. 
Las discrepancias entre los valores de los parámetros que sirven para caracterizar las 
prestaciones de un tubo de vórtice, determinados mediante los resultados experimentales 
de Camiré, y los obtenidos por Ahlborn, llevan a concluir que las prestaciones del tubo 
estándar no se pueden simular adecuadamente por el modelo de rotación de un cuerpo 
sólido; no obstante, cabe extraer varias conclusiones interesantes: 
− El modelo de rotación de un cuerpo sólido muestra la importancia de la estructura de
vórtice sobre la separación de energía.
− Puesto que la rotación de un cuerpo sólido se inicia en la tobera de entrada, esta de-
viene una parte importante del tubo.
− La presencia de una rotación casi de un cuerpo sólido es una causa del efecto del tubo
de vórtice.
(Ver ref. 13 y 14) 
15.6 El modelo de la “rueda de paletas” 
El modelo de vórtice de rotación de un cuerpo sólido no sirve para describir correcta-
mente la estructura de flujo en un tubo de vórtice estándar. Por ello, ha habido interés en 
desarrollar un modelo de dos corrientes separadas, entre las cuales se produzca un inter-
cambio mutuo de calor que dé lugar a una separación de energía. 
Uno de estos modelos es la “rueda de paletas”, cuya configuración básica y diagrama de 
energía se muestran en la figura 15.23.  
En este modelo, la turbina, que representa el proceso de núcleo frío, genera la energía 
mecánica rotacional de un flujo de torbellino, y también la de un flujo axial. Esta energía 
Fig. 15.23a.  
Rueda de paletas 
Fig. 15.23b.  
 Diagrama del pro-
ceso de expansión 
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mecánica es transmitida por un eje a una rueda de paletas que la disipa en forma de calor. 
La rueda de paletas representa el proceso en la “camisa caliente” del tubo de vórtice.  
La energía producida en la turbina, que después la rueda de paletas convierte en calor, se 
expresa: 
( ) ( )( )0 0/c t tc c p t tcW j h h j c T T= − = − (15.15) 
y el rendimiento de la turbina en el proceso de expansión del flujo, que el modelo consi-
dera isoentrópico, se expresa: 
( )
( )






t tc c c
turb t tc
t p ptc ideal
h h p u u
T T T
h h p c c
γ γ
η
−   −   = = − − + −   −     
(15.16) 
A partir de los resultados experimentales obtenidos por Camiré en su tubo de vórtice 
estándar, se calcula el rendimiento de la turbina mediante la ecuación 15.16. La figura 
15.24a muestra la variación del rendimiento de la turbina en función del flujo másico 
adimensional de la corriente fría. A su vez, la figura 15.24b muestra el rendimiento del 
proceso de enfriamiento en el tubo de vórtice estándar, calculado por Hilsch, en función 
también de dicho flujo másico adimensional. Ahora, combinando las ecuaciones 15.12 y 
15.16, se obtienen los límites de separación de la temperatura total. El modelo de “rueda 
de paletas” explica parcialmente cómo se puede obtener una separación de energía en un 
tubo de vórtice. Describe adecuadamente el efecto de enfriamiento por expansión del gas 




energético de la tur-
bina, (b) rendimiento 
de potencia de en-
friamiento 
Dinámica de gases 
480 
Este modelo se ha utilizado para estimar el rendimiento de máximo enfriamiento en el 
tubo de vórtice, que es del orden del 42 %. Además, utilizando los resultados experimen-
tales de Camiré, aporta nuevos límites de separación de la temperatura total: 
Máximo efecto de enfriamiento 0
0





Máximo efecto de calentamiento 0
0




=  (15.18) 
Se ha de hacer constar que estos resultados no pueden explicarse totalmente por la teoría 
del modelo de la “rueda de paletas”. 
Resumiendo, este modelo ayuda a comprender el efecto del tubo de vórtice y se puede 
utilizar para calcular la separación de la temperatura total, pero no sirve para describir 
completamente el proceso físico subyacente en el efecto de separación de la energía. 
(Ver ref. 8) 
15.7 Optimización del tubo de vórtice 
Las prestaciones del tubo de vórtice y su diseño óptimo varían con el valor de “corte” o 
fracción de la corriente de gas desviada como corriente fría. Lewis y Bejan15 estudian 
cómo optimizar el efecto de enfriamiento en un tubo de vórtice estándar. Si se desea 
obtener la máxima refrigeración útil, esta se puede lograr, en parte, utilizando la corriente 
fría para el enfriamiento previo de la corriente de entrada; entonces, surge la cuestión de 
qué carga de refrigeración aplicar al tubo para optimizar su prestación y, en segundo 
lugar, qué valor de “corte” conviene a una temperatura ambiente dada y un valor de la 
presión de suministro del gas. 
El análisis del primer efecto –enfriamiento previo de la corriente de entrada al tubo– 
implica plantear la primera y la segunda ley de la termodinámica, a fin de establecer un 
balance de energía para después minimizar la producción de entropía, de modo que se 
alcance el óptimo efecto de refrigeración. Para conseguir la segunda optimización, Lewis 
y Bejan consideran el tubo de vórtice como un intercambiador de calor entre dos corrien-
tes internas. 
Sea un tubo de configuración como la de la figura 15.1a. Suponiendo un tubo bien ais-
lado, la primera ley requiere que se satisfaga: 
( )0 1p p h p cmc T mc x T mc xT= − +   (15.19) 
donde 0T  es la temperatura ambiente, m  es el flujo másico del aire introducido en el 
tubo y x  es la fracción del flujo másico recirculado (corriente fría) o “corte”. Definiendo 
h cT T T∆ = ∆ + ∆  como el efecto total de temperatura, se tiene:  
( )1cT x T∆ = − ∆  , ⧍ hT x T= ∆ T (15.20) 
El efecto de enfriamiento se puede utilizar de dos maneras: extrayendo un flujo de calor 
Q  de algún cuerpo a la temperatura QT , lo cual conlleva una elevación de la temperatura 
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de la corriente fría, o bien utilizando la corriente fría en un intercambiador de calor re-
generativo para disminuir la temperatura de la corriente de entrada al tubo. Para este 
segunda opción, dichos investigadores suponen, con el fin de plantear un balance de en-
talpía para la combinación del tubo de vórtice y el intercambiador de calor regenerativo 
que admite un flujo de calor Q  suministrado por el cuerpo a la temperatura constante 
QT , que la disminución de la temperatura del gas que entra en el tubo por debajo de la 
temperatura ambiente no afecta las diferencias de temperatura inducidas dentro del pro-
pio tubo.  
Para el primer procedimiento, sea /e pT Q mc∆ =    el cambio de temperatura que se al-
canzaría en la corriente de entrada; entonces: 
 ( )0 / 1Q eT T T T x x− = ∆ −∆ −    (15.21) 
Cuando se extrae el máximo calor, el primer término de la ecuación 15.21 es cero, de 
modo que no hay ganancia de refrigeración. Este máximo es:  
 ( ), 1e maxT x x T∆ = − ∆   (15.22) 
Por otra parte, la temperatura de refrigeración más baja Q cT T=  se obtiene cuando no se 
extrae calor. Por consiguiente, hay una primera optimización que se ha de encontrar sea 
cual sea el valor de “corte”. A tal efecto, un modo de proceder consiste en caracterizar la 
calidad del calor extraído en términos del trabajo mínimo (reversible) que tendría que 
realizarse en el intervalo de temperatura, o sea, en los términos de la potencia reversible 
equivalente ( )0 / 1qW Q T T= − , que, en forma adimensional, se escribe: 
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La ecuación 15.23 puede optimizarse para un valor fijado de “corte”, a fin de determinar 
,e optT∆ , y se obtiene: 
 ( ) ( )
½ ½
,
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
2 4
e optT T T T Tx x x x
T T T T T
 ∆      ∆ ∆ ∆ ∆ = − − − − ≅ − −     
       
 (15.24)  
La ecuación 15.24 tiene un máximo en 0/T T∆ →3 / 4 . 
Para el segundo procedimiento de optimización, se considera el tubo de vórtice como un 
intercambiador de calor a contracorriente y se supone que, en el interior del tubo, existe 
alguna superficie, a la temperatura de entrada, que separa la corriente fría de la corriente 
caliente; a través de ella, tiene lugar un intercambio turbulento de calor. 
Sean ( )2 / pM kL mcπ=   el tamaño adimensional del intercambiador de calor; ε  el ren-
dimiento de un intercambiador de calor en contracorriente con corrientes desequilibra-
das, y ⧍θ la diferencia de temperatura interna producida por expansión del gas en el 
vórtice que, a los efectos del intercambiador, representa la temperatura característica del 
Dinámica de gases 
482 
tubo del intercambiador, mientras en el gas la diferencia de temperatura es ⧍T, depen-
diendo del rendimiento y, por ello, del “corte”. 
A partir de la definición de rendimiento –cambio real de temperatura en la corriente de 
menor capacidad, dividido por el máximo cambio de temperatura posible–, se obtiene: 
( ) ( )1 / 1    ,    ½    1 /T x x y T xθ ε θ ε∆ = ∆ − − < ∆ = ∆ −   , ½x >  (15.25)
Se constata que el valor pico de T∆  ocurre para ½x = , sea cual sea el valor del “corte”. 
Resumiendo, al nivel de primer orden en la relación de temperatura / oT T∆ , el primer 
óptimo requiere una carga a medio camino entre cero y el máximo efecto refrigerador 
que puede obtenerse con un “corte” dado, y la segunda optimización tiene su “corte” 
óptimo en una mitad, es decir, equilibrio entre las corrientes fría y caliente. 
Por último, las prestaciones de un tubo de vórtice estándar dependen no solo de si está 
térmicamente aislado o no, sino también del valor de alguno de sus parámetros de diseño, 
como la relación de diámetros /d D  y el número de toberas de entrada en la cámara de 
vórtice.  
Fig. 15.25. 
Efecto del aislamiento 
del tubo sobre la varia-
ción de temperatura: 
(a) extremo frío, (b) ex-
tremo caliente 
Fig. 15.26. 
Efecto del diámetro 
del orificio del extremo 
frío sobre la reducción 
de temperatura en un 
tubo de vórtice ais-
lado. Ti = 29ºC16 
Fig. 15.27. 
Efecto del número de 
toberas de entrada so-
bre la reducción de 
temperatura en un 
tubo de vórtice ais-
lado. Ti =29ºC16 
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Las figuras 15.25a y 15.25b, 15.26, 15.27 y 15.28 muestran los resultados obtenidos por 
Promvonge y Eiamsa-ard.16 
El aislamiento térmico del tubo reduce la pérdida de energía al medio del entorno, lo cual 
se traduce en un incremento de la separación de temperatura, del orden de 2 a 3ºC en la 
corriente fría y de 2 a 5ºC en la corriente caliente. 
Un pequeño orificio ( )/ 0, 4d D =  da lugar a una contrapresión más alta, mientras que 
un orificio de mayor tamaño permite velocidades tangenciales más altas, que resultan en 
una separación térmica menor. 
El incremento del número de toberas de entrada da lugar a una separación más alta de 
temperatura en el tubo de vórtice. 
La figura 15.28 muestra una comparación entre la reducción de la temperatura adimen-
sional obtenida en la experimentación llevada a cabo por Promvonge y Eiamsa-ard con 
tubos de vórtice de diferentes diámetros de orificio del extremo frío y varias fracciones 
de flujo másico de la corriente fría, y los resultados obtenidos por Hilsch  (1947) y Gui-
llaume-Jolly (2001). 
 
(Ver ref. 15) 
15.8 Simulación numérica 
A partir de los años setenta, se han propuesto varios modelos de simulación numérica 
para contrastar resultados experimentales, pero ninguno ha servido para explicar el fe-
nómeno de la separación de energía en el tubo de vórtice. 
En las dos últimas décadas, el desarrollo de métodos numéricos sofisticados para la si-
mulación de la turbulencia ha permitido obtener unos resultados que se ajustan bien a los 
experimentales, especialmente utilizando modelos de turbulencia de segundo orden. A 
este respecto, cabe citar algunas publicaciones recientes de Promvonge,17 Skye y otros,18 
Eiamsa-ard y Promvonge19 y Farouk.20 
 
Fig. 15.28.  
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Promvonge considera flujo compresible bidimensional en el tubo de vórtice y aplica el 
modelo de turbulencia ASM y k ε−  a un volumen de control. Los resultados obtenidos, 
comparados con los experimentales, son buenos. 
Skye también considera un flujo compresible bidimensional y le aplica los modelos de 
turbulencia  k ε−  y RNG k ε−  con el código FLUENT, y obtiene unos resultados ra-
zonablemente buenos. 
Eiamsa-ard y Promvonge aplican el modelo de turbulencia ASM y k ε−  a un volumen 
finito de flujo compresible bidimensional, y obtienen unos resultados muy buenos.
15.9 Aplicaciones 
Los tubos de vórtice encuentran una gran variedad de aplicaciones en muchas industrias. 
Se han utilizado extensamente como enfriadores localizados en operaciones de corte, 
torneado, rectificado y soldadura, por ejemplo. También como dispositivos de enfria-
miento en aeroplanos, minas y salas de instrumentos, y en procesos industriales. Asi-
mismo, fueron utilizados por Linderstrøm-Lang21 en 1964 para separar gases de una 
mezcla, oxígeno y nitrógeno, dióxido de carbono y helio, dióxido de carbono y aire. 
Los tubos comerciales llegan a producir un descenso de temperatura de hasta 71ºC, lo-
grando una diferencia de temperatura entre las corrientes caliente y fría de 140-160ºC. 
Los límites de temperatura en la práctica son de 190ºC para la corriente caliente y de -
45ºC para la corriente fría. Utilizando aire filtrado comprimido de 6,9 bar, se obtiene una 

















Las cortinas de aire son sistemas que se utilizan principalmente en las puertas de acceso 
a recintos que deben mantenerse abiertas en servicio, para reducir la pérdida o la ganancia 
de calor, de humedad o de contaminantes en ellos, y también para evitar la penetración 
de insectos y de polvo a través de la abertura al exterior, al tiempo que permiten el paso 
de personas, vehículos y otros sistemas de transporte. En general, una cortina de aire 
consiste en uno o dos chorros turbulentos planos, soplados horizontal o verticalmente a 
través de la abertura. 
Las cortinas de aire se aplican típicamente en almacenes y hoteles, talleres mecánicos, 
almacenes frigoríficos y, en general, en las puertas de acceso a locales comerciales o 
industriales cuyo ambiente requiere ser protegido frente al que reina en el exterior. Todas 
estas aplicaciones comportan diferentes características desde el punto de vista del diseño 
y el dimensionamiento de la cortina de aire. En las grandes puertas de las naves 
industriales previstas para el paso de vehículos, son típicas las cortinas de aire por chorros 
a gran velocidad en dirección vertical hacia arriba. Los almacenes frigoríficos tienen sus 
puertas de acceso equipadas con cortinas de aire soplado hacia abajo, para protegerlos 
del medio ambiente caliente. Los almacenes comerciales y otros recintos cuyas puertas 
son transitadas frecuentemente por personas, son protegidos del medio ambiente por 
cortinas de aire soplado horizontalmente o verticalmente a baja velocidad. Según cuál 
sea la dirección del gradiente de temperatura recinto-ambiente, la cortina puede ser de 
“aire caliente” o de “aire frío”. Por otra parte, se han de distinguir las cortinas de aire sin 
recuperación, de las cortinas con recirculación parcial del aire del chorro. En las 
primeras, todo el aire eyectado por la tobera de la cortina se difunde en el medio ambiente 
después de impactar sobre el pavimento, en caso de corriente descendiente, o en el 
travesaño de la puerta, en caso de corriente ascendente, aunque, en algunos casos, parte 
del caudal del chorro pasa al interior del recinto como lámina rasante. En las cortinas con 
recirculación de aire, la mayor parte del chorro deriva hacia el exterior y/o el interior, y 
una pequeña proporción del aire primario se recupera. 
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Un objetivo esencial del dimensionamiento de una cortina de aire es eliminar el flujo 
neto de aire a través de la puerta y, como resultado de ello, minimizar el transporte de 
calor. Otro puede ser evitar el escape de gases contaminantes. 
La pérdida de calor a través de una puerta abierta con la cortina de aire activa se debe a 
la turbulencia del chorro y al flujo neto a través de “escapes” de la puerta. El chorro 
arrastra aire por ambos lados, que mezcla con el aire primario que, por impacto con el 
borde superior de la puerta, deriva en parte al exterior y en parte al interior del recinto. 
Así, resulta que la cortina de aire nunca puede prevenir completamente el transporte de 
calor y de masa a través de la puerta: solo puede reducirlos notablemente en comparación 
con el valor que tendría si la puerta estuviera abierta sin cortina. 
El dimensionamiento técnico de una cortina de aire requiere un análisis fluidodinámico 
y un análisis térmico. 
16.2 Condiciones de trabajo 
Las condiciones de trabajo para las cortinas de aire dependen de varios factores y cubren 
un rango amplio. Las más importantes son las siguientes: 
− Las dimensiones de la puerta, que influyen en el caudal de aire y en su velocidad de 
eyección por la tobera. 
− La diferencia de temperatura interior-exterior, que crea un gradiente de presión 
generador de una corriente de aire a través de la puerta. 
− El viento, que crea una presión que se suma a la anterior. 
Otros factores cuya influencia, aunque menor, ha de tenerse en cuenta son, entre otros, 
las dimensiones del recinto, el tamaño y la situación de las ventanas y de los respiraderos 
por los cuales se producen fugas, el balance de los flujos de aire suministro-evacuación 
del sistema de ventilación, si lo hay, las condiciones medioambientales del recinto y la 
frecuencia con que la cortina es atravesada por personas, vehículos y otros medios de 
transporte. 
16.3 Dimensionamiento técnico básico de una cortina de aire 
La concepción técnica básica de un equipamiento de cortina de aire comprende la 
caracterización conceptual y dimensional de la cámara pulmón, de los conductos, de los 
ventiladores, de la(s) tobera(s) y de otros componentes de la instalación, por una parte, y 
la determinación del ancho de tobera, la velocidad de descarga del chorro y su ángulo de 
eyección, por otra. En este apartado, se expone el procedimiento para determinar las 
características fluidodinámicas de una cortina de aire en determinadas condiciones 
ambientales. 
16.3.1 La distribución de la presión en el recinto  
El dimensionamiento correcto de una cortina de aire para proteger un recinto (almacén, 
tienda, sala, etc.) del medio ambiente exterior requiere determinar la diferencia de 
presión a través de la puerta cerrada. La diferencia de presión se debe a tres factores: la 
diferencia de densidad del aire entre el recinto y el medio ambiente exterior (efecto 
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chimenea), la acción del viento sobre la puerta y la presión del sistema de ventilación  
del recinto, si existe.   
 
 
La figura 16.1 muestra la distribución de la diferencia de presión sobre la pared del 
recinto que incluye la puerta. La diferencia total de presión a través de la puerta se calcula 
por superposición de la diferencia de presión debida a la diferencia de densidad del aire, 
a la diferencia de presión debida al viento y a la diferencia de presión debida al sistema 
de ventilación, o sea: 
 tp pρ∆ = ∆ + v vtp p∆ + ∆  (16.1) 
La parte de dicha diferencia que se debe a cada uno de los tres factores enumerados se 
calcula por separado. 
Sean nz  la altura con respecto al suelo del nivel de presión neutra y 0 iρ ρ> , donde el 
subíndice 0 indica condiciones fuera del recinto y el subíndice i , en su interior. Entonces: 
 ( ) ( ) ( )o i np z g z zρ ρ ρ∆ = − −  (16.2) 
El nivel de presión neutra se calcula teniendo en cuenta que a dicha altura del suelo la 
presión en la puerta es 0, lo cual implica equilibrio entre la diferencia de presión debida 
a la diferencia de densidad del aire ( )p zρ∆  y la diferencia de presión debida al efecto 
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En realidad, el cálculo del nivel de la línea de presión neutra y el de la diferencia de 
presión requiere resolver el balance de flujo másico aplicado al volumen del recinto como 
volumen de control. El problema es complicado, dada la dificultad de evaluar no solo la 
infiltración y el escape de aire por la cortina de aire activa, sino también el balance de 
entradas y escapes de aire por la envolvente del recinto (paredes, techo, ventanas, 
respiraderos, etc.) y al balance impusión-aspiración del sistema de venrilación. En las 
referencias (2,3) se halla información sobre este problema. Para soslayar este problema, 
se puede recurrir a un método más práctico: subdividir horizontalmente el recinto en dos 
zonas de igual altura, en que los flujos totales de aire son los mismos, y determinar en 
cada una de ellas el área de fuga total , sp ifA A  y las correspondientes distancias verticales, 
ponderadas por su área, desde el nivel del suelo ,sp ifH H . A partir del valor de estas 
magnitudes y de la inversa del exponente de flujo m  (aproximadamente, 2 m = si el 
flujo es turbulento, e igual a 1 si es laminar), la nueva altura a que se encuentra la línea 
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  (16.4) 
La presión debida al viento se puede estimar mediante la ecuación: 
 ( ) 2½v p o vp C vρ∆ =  (16.5) 
donde pC  es el coeficiente de presión que es función de la orientación de la velocidad 
del viento vv  con respecto a la superficie sobre la cual incide. 
La influencia de la variación de presión en el recinto debida a la instalación de ventilación 
vtp∆  sobre la distribución de presión se debe al desequilibrio entre el flujo introducido 
en el recinto y el flujo evacuado de él. Si el flujo evacuado es mayor que el suministrado 
al recinto, se crea una diferencia de presión negativa en él, y viceversa. Su cálculo es un 
tanto engorroso, por lo cual se aconseja consultar las bases de datos experimentales sobre 
el tema. 
En definitiva, la diferencia total de presión a través de la puerta se calcula mediante la 
ecuación: 
 ( ) ( ) 20 0 0½t i i ns p v vtp p p g z z C v pρ ρ ρ∆ = − = − − − + ∆  (16.6) 
 
16.3.2 Dimensionamiento del chorro cortina de aire 
Para dimensionar el chorro cortina de aire hay que determinar tres parámetros: el ancho 
de la tobera 0b , la velocidad de descarga 0v  y el ángulo de descarga 0α  (v. figura 16.2). 
Varios son los métodos disponibles de dimensionamiento del chorro, pero el más 
riguroso, según Lajos y Preszler,4 es el que se basa en el balance de cantidad de 
movimiento en un volumen de control adoptado en la puerta. 




Balance de la cantidad de movimiento en un volumen de control en la puerta 
Sea W  el ancho de la puerta, H  su altura y 0 1,A A  las áreas de dos secciones rectas del 
chorro, como entrada y salida de fluido del volumen de control, cuyas normales están 
inclinadas con respecto al eje z los ángulos 0 1, α α , respectivamente. Entonces, la 
componente según el eje x del flujo de cantidad de movimiento se escribe: 




iW p z p z dz A v A vρ α ρ α− = −  ∫  (16.7) 
Habida cuenta de que en el chorro la cantidad de movimiento 2Avρ  se mantiene 
constante, sustituyendo la diferencia de presión por la ecuación 16.6, despreciando el 
término de ventilación e integrando, se obtiene: 
 ( ) ( ) ( )2 20 0 0 0 0 0 0 1½ ½ sen seni ns p vWH g z H C v b l vρ ρ ρ ρ α α − − + = −   (16.8) 
En la ecuación 16.8, 0b  y 0l  son el ancho y la longitud de la tobera.  
A partir de la ecuación 16.8, se llega a otra5 para el dimensionamiento, basada en la 
componente según el eje x de la cantidad de movimiento. Dicha forma de ecuación se 
obtiene imponiendo dos aproximaciones: los ángulos del chorro en descarga y en 
impacto son iguales, pero de signo contrario 0 1α α= − , y la longitud de la tobera es igual 
al ancho de la puerta. 
Expresada como flujo de cantidad de movimiento por unidad de longitud del chorro en 
la descarga, se escribe: 
Fig. 16.2. 
Esquema de un 
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 ( ) ( ) ( )2 20 0 0 0 0 0 0
0
1 ½ ½
2 i ns p v
HM l b v g z H C v
sen
ρ ρ ρ ρ
α
 = = = − − +   (16.9) 
Esta ecuación permite, seleccionando dos de los tres parámetros ( )0 0 0, ,b v α , determinar 
el tercero, pero presenta el inconveniente de que, dando lugar a una forma del eje del 
chorro razonablemente simétrica, no asegura que el chorro impacte correctamente en el 
borde superior de la puerta, sino que puede impactar dentro o fuera. Tampoco permite 
controlar la curvatura del chorro, de modo que, si la curvatura que resulta de la condición 
de igualdad de los ángulos de descarga e impacto es muy grande, puede ser la causa de 
fugas por los laterales de la puerta. Por esta y por otras razones, se han propuesto otros 
métodos de dimensionamiento; entre ellos, cabe citar los siguientes: 
− Balance de la cantidad de movimiento de un volumen de control diferencial en el 
chorro 
− Balance del momento de la cantidad de movimiento en un volumen de control en la 
puerta 
Balance de cantidad de movimiento de un volumen de control diferencial en el 
chorro 
Sea el volumen de control diferencial que se muestra en la figura 16.3. El balance de la 
cantidad de movimiento por unidad de ancho del chorro en la dirección x  se escribe: 
 ( ) ( )2 20 1 1 1 2 2 2½  ip p dz b v sen d b vρ α α ρ− = − − sen ( )½dα α+  (16.10) 
 
A partir de la ecuación 16.10, y teniendo en cuenta el principio de conservación de la 
cantidad de movimiento del chorro, este método de dimensionamiento obtiene, aplicando 
la aproximación ( )sen / 2 / 2d dα α≈ , la siguiente forma simplificada de la ecuación 
16.10:  
 2( ) coso i o o op p dz p b v dα α− =   (16.11) 
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chorro1  
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Sustituyendo el primer término de la ecuación 16.11 por la ecuación 16.6, sin el término 
de ventilación , vtp∆  e integrando entre 0 y z, se obtiene:  
 
( ) ( ) 20 0 0
0 2 2
0 0 0 0 0 0
½2sen sen
i ns p
zg z z C v z





− = −   (16.12) 
La ecuación 16.12 se puede utilizar para determinar el ángulo del eje el chorro en función 
de la distancia al suelo z , pero no es útil para dimensionar una cortina de aire. A tal 
efecto, se ha de especificar, como una condición adicional, el valor del ángulo del eje del 
chorro a una altura determinada.  
Una alternativa es 1 0sen | sen sen z Hα α α= = = − , que da lugar a un resultado idéntico a 
la ecuación 16.9. Otra puede ser /2sen | 0z Hα = = , que da el siguiente resultado: 
 ( ) ( )2 20 0 0 0 0 0
0
11 ½
2 4o i ns p v
HM l b v g z H C v
sen
ρ ρ ρ ρ
α
  = = = − − +    
 (16.13) 
Balance del momento de la cantidad de movimiento en un volumen de control 
situado en la puerta 
Sea 1x  la distancia del eje del chorro al punto de impacto en el plano de la puerta. El 
momento de la cantidad de movimiento se expresa: 
 ( ) ( )( )( ) 2 20 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0
H
iW p z p z H z dz A v Hsen A v x cosρ α ρ α − − = − ∫  (16.14) 
Sustituyendo el primer término de la ecuación 16.14 por la ecuación 16.6, sin el término 
de ventilación, e integrando, se obtiene: 
( ) ( ) ( )2 2 20 1 0 0 0 0 0 0 1 0
1   ½ ½ 16.15  
3ns p v
WH g z H C v b l v Hsen x cosρ ρ ρ ρ α α  − − + = −    
A partir de la ecuación 16.15, el flujo de la cantidad de movimiento por unidad de 
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  = − − +  −     
  (16.16) 
La aplicación de la ecuación 16.16 requiere acotar el valor del ángulo de descarga por la 
relación 0 1tan /x Hα ≥  , y elegir el punto de impacto de tal manera que el flujo neto de 
aire a través de la puerta sea igual a 0.  
Suponiendo que la distribución de velocidad en el chorro corresponde a la solución de 
Goertler y que el borde de la puerta opuesto a la tobera está en su mismo plano vertical, 
la expresión para el punto de impacto toma la forma: 
 00, 208ex b H= ±  (16.17) 
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El signo positivo se utiliza en caso de que el aire primario se tome del exterior y el 
negativo, en caso de que se tome del interior. 
Un factor importante que hay que tener en cuenta en el dimensionamiento del chorro es 
su deflexión máxima (la curvatura del eje del chorro). Por un procedimiento análogo al 
aplicado para determinar la cantidad de movimiento del chorro, adoptando un volumen 
de control de altura / 2H  en el eje del chorro e integrando el término de presión, se 
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  = − − +  −     
 (16.18) 
donde 2x  es el valor de la deflexión del eje del chorro a media altura de la puerta. 
Una segunda condición es la nulidad del ángulo del eje del chorro a media altura de la 
puerta. Igualando las ecuaciones 16.16 y 16.18 y despejando el término de ángulo de 
descarga, se obtiene: 
 ( )0 1 2tan 4 /x x Hα = +  (16.19) 
Comparación de los métodos de dimensionamiento 
Para la comparación de los métodos de dimensionamiento de las cortinas de aire como 
las analizadas, procede calcular, por dichos métodos, los valores de los parámetros de la 
cortina 0 1 2 0, / , /   x H x H y Mα . 
Asumiendo la aproximación ( )sen / 2 / 2d dα α≈ , la componente en la dirección x del 
balance de cantidad de movimiento en un volumen de control diferencial con centro en 
el eje del chorro se expresa: 
( ) 20 0 0 0ip p dz b v cos dρ α α− =  
Insertando en la ecuación anterior la diferencia de presión definida por la ecuación 16.6 
sin el término de ventilación, se obtiene la ecuación que representa la variación 
diferencial del ángulo de deflexión del chorro en la dirección z : 
 
( ) ( ) 200
2 2
0 0 0 0 0 0
½
cos p vi ns
C vg z zd




= −  (16.20) 
Para comparar los métodos de dimensionamiento del chorro cortina, se han elegido dos 
situaciones: en la primera, el nivel neutro está a la altura del borde superior de la puerta 
/ 1,  nsz H = que es una situación típica de los edificios industriales; en la segunda, dicho 
nivel se encuentra a la mitad de la altura de la puerta / 0,5 ,nsz H =  situación que 
corresponde a un flujo de aire excesivo en el recinto, o bien a que es estanco. En ambas 
situaciones, tanto la velocidad del viento como los parámetros 1x  y 2x  están definidos 
convenientemente. 
La figura 16.4 muestra la deflexión del eje del chorro que resulta de aplicar diferentes 
métodos de dimensionamiento para / 1nsz H = . La figura 16.5 muestra lo mismo,  
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pero para / 0,5nsz H = . En ambas representaciones, el valor de α en función de ,x z  se 
calcula mediante la ecuación 16.20. Se constata que la condición 0 1α α= −  se satisface 
completamente por el método de dimensionamiento más simple: balance de cantidad de 




16.3.3 La rotura del chorro 
La rotura del chorro se produce cuando la diferencia de presión lo desvía de tal manera 
que no alcanza el borde superior de la puerta, o sea, cuando la cortina de aire no es capaz 
de cerrarla completamente y deja una abertura para el libre paso de aire. En general, la 
rotura se produce cuando el ángulo del eje del chorro toma el valor 90ºα ≥ . De hecho, 
Fig. 16.4.  
Deflexión del eje del 





z H   
Fig. 16.5.  
Deflexión del eje del 
chorro según diferentes 
métodos de 
dimensionamiento,1 
/ 0,5=nsz H  
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la causa de la rotura del chorro es un flujo de cantidad de movimiento en la descarga de 
tobera demasiado débil. 
Hayes y Stoecker2 desarrollaron un modelo analítico de apoyo al diseño de cortinas de 
aire que permite el cálculo del denominado “módulo de deflexión”, que es la relación de 
la cantidad de movimiento de la cortina de aire a las fuerzas transversales causadas por 
la diferencia de temperatura del aire a ambos lados de la cortina (efecto chimenea). 














  (16.21) 
El valor mínimo de este módulo corresponde a la rotura de la cortina de aire. La figura 
16.6 muestra la cantidad mínima de movimiento del chorro que se requiere para evitar 
que la cortina se rompa. 
 
Este modelo no tiene en cuenta el efecto de la acción del viento sobre la cortina, que 
puede ser determinante. Posteriormente, Siren propone una modificación que tiene en 
cuenta la acción el viento, introduciendo el concepto de flujo de cantidad de movimiento 
de rotura.  
El flujo de cantidad de movimiento de rotura bM  se define con el máximo flujo de 
cantidad de movimiento por unidad de longitud de tobera que todavía conduce a la rotura 
bajo unas condiciones específicas. La distancia vertical de la tobera al nivel donde el 
ángulo del eje del chorro encuentra la condición de rotura ya definida es la altura de 
rotura, bz . 
En principio, los diferentes tipos de rotura son tres. El primer tipo (tipo I) se caracteriza 
por un nivel de la línea neutra habitualmente alto. En este caso, la presión debida a la 
diferencia de densidad, negativa, junto con la presión debida al viento, la fuerza al chorro 
hacia el interior del recinto. La rotura del chorro tiene lugar justo debajo del borde 
superior de la puerta. 
Fig. 16.6. 
 Mínima cantidad de 
movimiento requerida 
para que el chorro no se 
rompa 
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Insertando la condición sen 1α = −  y bz z H= =  en la ecuación 16.12, se obtiene, para 
el flujo de cantidad de movimiento de rotura, la expresión: 
 ( ) ( ) 20 0
0
½ ½
 1b i ns p v




 = − − + +
 (16.22) 
En el tipo II, el nivel de la línea de presión neutra se encuentra por debajo de la altura de 
la puerta. Al principio, el chorro se curva hacia el exterior pero, una vez superada la 
altura del nivel neutro, la presión debida a la diferencia de densidad tiende a empujar el 
chorro hacia atrás. Si el flujo de cantidad de movimiento del chorro supera el de rotura, 
el chorro alcanza la altura del dintel de la puerta, pero el punto de impacto está lejos, en 
el exterior. A partir de la condición sen 1  α = − y bz z= , la ecuación 16.12 conduce a 
las expresiones siguientes para el flujo de cantidad de movimiento y la altura de rotura: 
 







b i ns p v
z






















El tipo III difiere de los anteriores en la dirección de la deflexión de chorro, que es hacia 
el exterior. En este caso, el nivel neutro está por debajo de la altura a la mitad del vano 
de la puerta / 2nsz H<  y la presión del viento es débil, de modo que el chorro rompe 
hacia el exterior. Procediendo como en los otros casos, para sen 1α = +  y bz z H= =  el 
flujo de cantidad de movimiento para la rotura es:  
 ( ) ( ) 20 0
0
½ ½
 1b i ns p v




 = − − + −
 (16.25) 
La figura 16.7 muestra la influencia del ángulo de descarga sobre el flujo de cantidad de 
movimiento de rotura. Cuanto mayor es el ángulo de descarga, tanto menor es el flujo de 
cantidad de movimiento de rotura. 
 
Fig. 16.7. 
Relación de rotura como 
una función del ángulo de 
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Desde el punto de vista del dimensionamiento, un flujo de cantidad de movimiento de 
rotura bajo tiene sus ventajas. Tolera mejor las perturbaciones bruscas, como los cambios 
de la presión del viento o de la presión interna del recinto.  
Un parámetro que sirve para caracterizar el grado de tolerancia es la relación del flujo de 
cantidad de movimiento del chorro en la descarga al flujo de cantidad de movimiento de 
rotura 0 /b bR M M= , que se denomina relación de rotura. Una forma simple de dicha 
relación es: 
 ( 1) / 2b o oR sen senα α= +    (16.26) 
expresión válida en caso de dimensionamiento por la ecuación 16.9 y situación 
correspondiente a un tipo I de rotura. Para otros casos, la relación de rotura se define por 
expresiones más complicadas pero, en cualquier caso, el ángulo de descarga permanece 
como el factor más determinante. La figura 16.8 muestra el valor de la relación de rotura 
en función del valor del ángulo de descarga para tres diferentes métodos de 
dimensionamiento. 
Hay dos factores que, en conjunto, definen qué tipo de rotura cabe esperar en ciertas 
condiciones. El primer factor 1F  es la altura relativa del punto de equilibrio de presión, 
es decir, la posición vertical donde la presión debida a la diferencia de densidad y la 
presión del viento están en equilibrio. El segundo factor 2F  es la integral de la diferencia 
de presión debida a la diferencia de densidad y a la acción del viento a través del vano 
de puerta. La tabla 16.1 muestra la relación entre la combinación de estos factores y el 
tipo de rotura.  
 
















 ( ) ( ) 22 0 0½ ½i ns p vF g z H C vρ ρ ρ = − − +   Tipo 
1 1F ≥  2 0F ≥  I 
1 1F ≥  2 0F <  I 
1 1F <  2 0F ≥  II 
1 1F <  2 0F <  III 
(Ver ref. 1) 
16.4 Consideraciones térmicas 
A los efectos del balance de entalpía en un sistema constituido por un recinto cuya puerta 
de acceso dispone de una cortina de aire, se considera que es atravesada por personas 
que no deben verse afectadas desfavorablemente por la velocidad del aire y/o por su 
temperatura en el chorro. 
16.4.1 Balance térmico del aire en el recinto 
Desde el punto de vista del recinto, el balance de energía rcQ , que representa el flujo de 
calor suministrado al recinto, o extraído de él, para mantener en él la temperatura iT  se 
compone del flujo de calor a través de la estructura envolvente del recinto ercQ , del calor 
 
Tabla 16.1. Relación 
entre la combinación 
de los factores F1 y F2 y 
el tipo de rotura1 
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transportado por el flujo másico de aire arrastrado por el chorro achQ , del calor 
transportado por el flujo másico de aire que fuga del recinto srcQ , del flujo de calor por 
fugas a través de la puerta con cortina pQ  y del flujo de calor transportado por la parte 
del chorro que penetra en el recinto ichQ . Hay que tener en cuenta el signo de estas 
magnitudes, positivo si es una aportación al recinto y negativo en caso contrario. El 
balance de energía se expresa: 
 rc erc ach src p ichQ Q Q Q Q Q= + + + +       (16.27) 
La aplicación de la ecuación 16.26 a un recinto equipado con una cortina de aire requiere 
identificar si la temperatura que se ha de mantener en el recinto es mayor o menor que la 
temperatura ambiente exterior, y si el aire primario del chorro es tomado del exterior, del 
interior o de ambas zonas en la debida proporción. 
Si la suma de todos los términos del segundo miembro de la ecuación 16.26, afectados 
por el signo correspondiente, resulta positiva, entonces se entiende que rcQ  es el flujo 
de calor que se debe extraer del recinto para mantener su temperatura; si es negativa, es 
el calor que debe aportarse al recinto. El recinto se mantiene térmicamente estacionario 
si la suma es 0. 
Así, por ejemplo, en verano, para mantener el recinto refrigerado, y en el supuesto de 
que el aire primario del chorro se toma del exterior, pQ  y scrQ  pueden considerarse 
negativos (el aire del recinto es más denso que el del exterior), también lo es achQ , 
mientras que los otros son positivos. Entonces, cabe encontrar tres situaciones:  
ercQ + ichQ  > ach scr pQ Q Q+ +    
ercQ + ichQ  = ach scr pQ Q Q+ +    
ercQ + ichQ  <. 
En el primer caso, rcQ  representa el flujo de calor que debe ser extraído del recinto para 
mantener su temperatura; el segundo representa que el sistema se encuentra en equilibrio, 
y el tercero significa que se han de reducir las fugas por la cortina y por el recinto, además 
de reducir el arrastre de aire interior por el chorro. 
16.4.2 Balance térmico del chorro  
De todas las magnitudes del balance de energía, aquella que interesa para calcular la 
cortina que conviene para una aplicación general es el flujo de calor asociado al chorro 
que la configura. Ello requiere conocer los perfiles de distribución de velocidad y de 
temperatura en el chorro.  






=  (16.28)  
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donde v  es la velocidad en el eje a la distancia s de la tobera y a la distancia x  a través 
del chorro, av  es la velocidad en el eje del chorro, /x sη σ=  es la coordenada transversal 
adimensional y 𝜎𝜎 es una constante experimental de valor 7,67, en general. Puesto que la 
curvatura del chorro es, en la práctica, pequeña, cabe admitir que z s≅ .  
Aplicando el principio de conservación de la cantidad de movimiento con base en la 
nueva distribución de velocidad, la relación entre la velocidad en el eje del chorro a la 





ξ=   (16.29) 
donde el valor de la constante ξ  es 2,40, en general. 
Con respecto al perfil de distribución de la temperatura (o entalpía) en el chorro, una 
expresión que ajusta relativamente bien los resultados experimentales es una 
modificación de la ecuación derivada por Tamm (6): 
 ( )0 00 0
0 0




T T TT T b
arctane







El balance térmico de la cortina como ganancia o pérdida de flujo de calor del chorro en 
su interacción con el ambiente del recinto y el medio exterior se compone, en el caso de 
una cortina sin recirculación, del flujo de calor asociado al flujo másico de aire arrastrado 
por el chorro en contacto con el medio del recinto y el correspondiente a la parte del 
chorro en contacto con el medio ambiente externo. 
Sean 1η  la coordenada transversal adimensional del punto de impacto del chorro y eη  la 
correspondiente al punto de flujo neto cero, que se expresa 0 / 3e b Hη σ= ± , donde el 
signo positivo es para el caso de que el aire primario se tome del interior del recinto, y 
negativo en caso contrario. 
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 = − −
 
 
∫ ∫ ∫  (16.31) 
donde  0i iT T= , si 1 eη η≥  y 0 0iT T= , si 1 eη η< . 
La figura 16.8 muestra los valores relativos de los flujos de entalpía y de la pérdida total 
térmica en función del punto de impacto adimensional del chorro, en un caso típico de 
cortina de aire para la industria, que toma el aire primario del exterior. Los valores 
etiquetados son relativos al valor de la pérdida térmica mínima que corresponde a la 
condición 1 eη η= . 
En la figura, minQ  significa la pérdida térmica mínima (W) a través de la puerta, 
correspondiente a un flujo neto cero,   aH es el flujo de entalpía arrastrado por el chorro  
y eH  es el flujo de entalpía a través de la envolvente del recinto. 
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Se constata que, para valores de 1   η a la derecha (chorro soplado hacia el interior del 
recinto), el valor máximo de la pérdida térmica es mayor que si el chorro es soplado hacia 
el exterior, lo cual es evidente si se tiene en cuenta que el aire primario del chorro es 
tomado del exterior. 
En el caso de una cortina de aire enfriada con recuperación parcial del aire, el mecanismo 
principal de transferencia de calor se debe al aire caliente procedente del recinto que es 
arrastrado por el chorro, enfriado y devuelto de nuevo al recinto a una temperatura 
inferior. 












∫  (16.32) 
donde sQ  representa la transferencia de calor sensible a través de la cortina en x H= ; 
v  es la velocidad del aire en un punto de la cortina de coordenadas ,x y , donde su 
temperatura es T ; cT  es la temperatura del aire en el recinto, e dy  es la coordenada en 
dirección transversal al plano de la cortina, donde la parte de corriente del chorro que 
retorna al recinto se separa de la que se deriva al exterior. 
Definida sQ  mediante un coeficiente de transferencia de calor h en la forma: 
 ( ) s c RQ hWH T T= −  (16.33) 
sustituyendo la ecuación 16.31 en la 16.30, se obtiene, mediante las oportunas 









Fig. 16.8.  
Valores relativos de 
flujos de entalpía y 
pérdida térmica total 
como una función2 del 
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donde IT representa la intensidad de turbulencia inicial del chorro. 
Howell y Shibata12 realizaron un estudio sobre la transferencia óptima de calor a través 
de cortinas de aire turbulentas con recirculación parcial del chorro. Los principales 
resultados experimentales obtenidos se muestran en las figuras 16.10, 16.11, 16.12, 16.13 
y 16.14. 
La representación de la transferencia de calor sensible frente a la diferencia de 
temperatura a través de la cortina de aire para varios valores de la intensidad de 
turbulencia inicial muestra la fuerte influencia del valor de dicha intensidad y de la 
relación longitud de la cortina-ancho de la tobera. En la figura 16.9 se representa la 
transferencia total de calor a través de la cortina como una función de la diferencia de 
temperatura del aire del chorro entre la tobera de suministro y la cámara pulmón de 
retorno, y, como parámetro, la velocidad inicial del chorro.  












Aparece una relación lineal evidente, cuya ecuación se escribe: 
 ( )0141T E SQ U T T= −  (16.35) 
En la figura 16.10 se representa la diferencia de temperatura a través de la cortina de aire 
con respecto a la elevación de la temperatura del aire a lo largo de ella. Su ecuación se 
escribe:  
 ( )1,81R C E ST T T T− = −  (16.36)  
La figura 16.11 es una representación de la diferencia de temperatura a través de la 
cortina de aire en función de la diferencia de temperatura entre la del recinto y la de 
suministro de aire, cuya ecuación se escribe: 
 ( )2,45R C C ST T T T− = −  (16.37) 
En la figura 16.12, se representa la relación entre el parámetro de transferencia de calor 
/ .·Nu Re Pr  y el módulo de deflexión del chorro. La curva indica que, para minimizar 
la transferencia de calor a través de la cortina de aire, se requiere mantener un valor 
mínimo del módulo de deflexión, que para cortinas de 0/ 15H b =  es, aproximadamente, 
de 1,5. 
(Ver ref. 12) 
16.5 Rendimiento térmico 
La pérdida térmica a través de una puerta que se abre con frecuencia puede ser 
considerable si la diferencia de temperatura a través de ella es grande. La cortina de aire 
nunca puede eliminar completamente la pérdida térmica, pero puede reducirla 
notablemente. Al respecto, una magnitud característica de la eficacia de una cortina de 
aire es su rendimiento térmico, cuya definición es: 
 ( )1 /t ta tdQ Qη = −   (16.38) 
Fig. 16.13. Coeficiente 
adimensional de 
transferencia  
de calor frente al 
módulo de deflexión12 
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donde taQ , evaluado con la ecuación 16.29 tomando z H= , representa la pérdida total 
térmica a través de una puerta abierta protegida por una cortina de aire activa, y tdQ  es 
la misma magnitud sin la cortina de aire. 
El cálculo de tdQ  requiere conocer el flujo másico de aire a través de la puerta y las 
densidades del aire a ambos lados de la puerta.  
A su vez, el flujo másico de aire depende de las dimensiones de la puerta, de su 
coeficiente de descarga y de la posición de la línea de presión neutra en ella.  
Sean W  el ancho de la puerta, H  su altura, dC  el coeficiente de descarga, 0nz  la 
distancia a partir del suelo de la línea de presión neutra y ( )0 iρ ρ± −  la diferencia de 
densidad del aire a ambos lados de la puerta (se toma el signo +  si 0 iρ ρ>  y el signo –  
en caso contrario). Si 00 nz H≤ ≤ , la abertura de la puerta está dividida en dos zonas de 
altura 0nz  y 0nH z− , por las cuales el flujo tiene sentido opuesto.  
Los valores de sus correspondientes flujos másicos son los siguientes: 
 ( ) ( )3/20 0 0 0
2 2
3inf n d n i
M z C Wz gρ ρ ρ= −  (16.39) 
( ) ( ) ( )3/20 0 0
2 2
3sup n d n i i
M H z C W H z gρ ρ ρ− = − −  (16.40) 
Si 0 , nz H> entonces: 
 ( ) ( ) ( )3/23/20 0 0 0 0
2 2
3tt n d n n i
M z H C W z z H gρ ρ ρ > = − − − 
  (16.41) 
Para evaluar el rendimiento térmico de la cortina de aire, se aplica la ecuación 16.40 con 
el valor de 0nz  que tiene en cuenta el efecto del viento. Si 00 nz H≤ ≤ , se aplica la 
ecuación de las dos (16.37, 16.38) que sea la máxima. El valor de dC  se encuentra, en 
general, en el intervalo 0,6-0,7. 
Sea    ptmh la pérdida térmica específica mínima definida como: 
 ( )0 0/ptm ptm ih Q Hl T T= −  (16.42)  
que, en términos de un coeficiente de pérdida térmica, se expresa: 
 00ptm t p m
b
h C c v
H
ρ=   (16.43)  
Entonces, introduciendo el flujo de cantidad de movimiento por unidad de longitud del 










=  (16.44) 
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Ahora, a partir de las ecuaciones 16.43, 16.41 y 16.40, la ecuación 16.37 se escribe: 
 
( )
( )3/23/20 0 0











 − − 
, 0nz H≥  (16.45) 
donde ncz  es el nivel de presión neutra que corresponde a la situación de puerta cerrada, 
incluyendo el efecto del viento. 
 
16.5.1 Efecto de las fugas laterales 
Tanto si se trata de una cortina de aire establecida por un chorro turbulento plano vertical 
ascendente, como si es descendente, la deflexión del chorro y/o la separación de su línea 
de impacto con respecto al plano vertical de la puerta da lugar a espacios laterales 
abiertos por los cuales se produce una fuga. El efecto de estas fugas no se ha tenido en 
cuenta en los modelos expuestos anteriormente. 
Giráldez y otros10 realizan una simulación CFD del efecto de las fugas laterales 
planteando un nuevo balance de energía, que consiste en añadir al balance de energía del 
modelo de Siren un nuevo término, que representa el flujo de entalpía por dichas 
secciones de fuga. Este término se expresa ( )lat e lat p i eH vA c T Tρ= ± − , donde el signo + 
corresponde al caso de que la temperatura en el interior (subíndice i) del recinto sea 
mayor que la del exterior (subíndice e), y el signo –, en el caso contrario. 
El rendimiento predicho con el modelo que incorpora este término adicional se acerca 
más a los resultados obtenidos por Jaramillo y otros.11 Así, mientras que el modelo de 
Siren calcula rendimientos de las cortinas de aire del orden del 80-90 %, .el modelo 
modificado predice rendimientos inferiores del orden del 68-75% para los mismos casos, 
más acordes con la realidad. Esta disminución del rendimiento es tanto mayor cuanto 
menor es el ancho de cortina. 
De los resultados experimentales obtenidos por Giráldez para la validación de los 
predichos por el modelo modificado se derivan varias conclusiones relativas al 
rendimiento de las cortinas de aire. Entre ellas, cabe citar las siguientes: 
− Cuanto menor es el ancho de puerta, tanto más rápida es la disminución del 
rendimiento para un mismo ángulo de descarga del chorro. 
− Para un mismo ancho de puerta, el rendimiento de la cortina disminuye a medida 
que aumenta el ángulo de descarga. 
− La disminución de la deflexión de la cortina por combinación adecuada al caso de 
la velocidad de descarga del chorro, del efecto chimenea y de la velocidad del viento 
mejora el rendimiento. 
(Ver [ASTM99]) 
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16.6 Procedimiento de dimensionamiento de cortinas de aire por el 
método de Siren 
El procedimiento que se expone aquí resume el diseño técnico y el dimensionamiento de 
una cortina de aire vertical ascendente sin optimizar la energía. Los pasos que hay que 
seguir son los siguientes: 
1. Elegir si el aire primario del chorro se ha de tomar del interior del recinto o del 
exterior. 
2. Verificar que, en todo momento, el balance del flujo de aire en el recinto (aportación 
y evacuación) es nulo. 
3. Especificar los parámetros de diseño: la temperatura del aire dentro y fuera del 
recinto, y la velocidad y la dirección del viento. 
4. Evaluar la altura del nivel de presión neutra debida a la diferencia de densidad del 
aire (efecto chimenea) en condiciones de puerta cerrada. 
5. Calcular, mediante la ecuación 16.17, el punto de impacto del eje del chorro 1 ex x=  
que corresponde al flujo neto nulo a través de la puerta, eligiendo una primera 
estimación del ancho de la tobera 0b . 
6. Elegir el ángulo de descarga 0α  teniendo en cuenta el punto de impacto 1x , la 
deflexión del chorro asignada 2x  conforme a la ecuación 16.19, la seguridad deseada 
frente al fenómeno de rotura y la influencia del rendimiento térmico. 
7. Calcular el flujo de cantidad de movimiento por unidad de longitud de tobera 
mediante la ecuación 16.16. 
8. Elegir una combinación de ancho de tobera 0b  y velocidad de descarga 0v  que 
asegure el flujo de cantidad de movimiento deseado. Para conseguir una distribución 
uniforme de velocidad a lo largo de la tobera, la relación ancho de tobera-sección 
recta de la cámara pulmón que la alimenta ha de satisfacer el criterio 10 / 0,1 mpb A
−<
. La velocidad de descarga no ha de superar el valor que genera un nivel de ruido 
aerodinámico molesto y, además, poco confortable para las personas que han de 
atravesar la cortina. 
9. Si, a partir del ancho de tobera elegido en el paso 5, no se satisfacen los niveles 
tolerables de ruido y confort, elegir un nuevo valor y repetir los cálculos. 
El diseño de componentes del sistema de cortina de aire tales como la cámara pulmón, 
los conductos, el(los) ventilador(es), el(los) silenciador(es) y otros accesorios se realizará 
siguiendo los criterios del proyecto de instalaciones de transporte de gases y los 
reglamentos que deban cumplirse.  
(Ver ref. 1) 
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16.7 Conclusiones 
Las cortinas de aire por chorro vertical ascendente se utilizan en las grandes puertas de 
acceso a las naves industriales, aunque también se utilizan cortinas de flujo descendente 
por su bajo coste y fácil instalación. Las cortinas de aire de flujo descendente son 
soluciones típicas en las puertas de los recintos refrigerados; sin embargo, no son 
apropiadas para la prevención de tiro, debido a que este tipo de cortinas de aire da lugar 
a corrientes de aire y tiro sobre el nivel del suelo, enfrente de la puerta. En las puertas de 
los recintos refrigerados, tanto las cortinas de aire de soplado vertical como las de 
soplado horizontal logran casi el mismo efecto de cierre. 
Una de las conclusiones principales que cabe extraer de cuanto se ha expuesto sobre las 
características y prestaciones de las cortinas de aire es que tanto la envolvente del recinto 
como su sistema de ventilación tienen una influencia notable en el funcionamiento de la 
cortina. La diferencia de presión a través de las paredes y del techo del recinto es un 
factor muy importante. Esta diferencia se ve afectada por la altura de las aberturas 
existentes y por los flujos de ventilación, y tanto más cuanto mayor es la hermeticidad 
del recinto; sin embargo, esta hermeticidad constituye una ventaja desde el punto de vista 
de la estabilidad del chorro, sobre todo frente a la acción del viento.  
La figura 16.14 muestra la distribución típica de presión a través de la envolvente de un 
recinto con una gran puerta, cuyo flujo de aire está equilibrado, cuando la puerta está 
cerrada y abierta. La temperatura ambiente en el interior del recinto es mayor que en el 
exterior. 
  
De todos los métodos de dimensionamiento analizados, el del momento de la cantidad 
de movimiento, que permite considerar el punto de impacto del chorro, tiene ventajas 
frente al método más simple de balance de cantidad de movimiento en dirección normal 
a la puerta con el mismo ángulo de descarga e impacto. 
Desde el punto de vista energético, el rendimiento térmico como factor de eficacia de la 
cortina de aire puede ser un concepto equívoco. Si el edificio tiene muchos escapes y la 
Fig. 16.14. 
Distribución típica 
de presión a 
través de la 
envolvente de un 
recinto7 
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pérdida térmica a través de la puerta abierta es alta, el rendimiento térmico puede tener 
un valor relativamente alto, incluso con una cortina que no cierre bien.  
La máxima eficacia de la cortina de aire se consigue cuando la cantidad de movimiento 
del chorro es lo bastante grande para asegurar que el chorro es estable y alcanza el 
extremo inferior o superior de la puerta según sea la dirección del chorro. En condiciones 
óptimas, una cortina de aire es capaz lograr un rendimiento de hasta el 80 %.  
La pérdida térmica a través de una cortina de aire eficaz se debe a la turbulencia generada 
en el proceso de arrastre-derrame, que, aparte del coeficiente de pérdida, es proporcional 
a la raíz cuadrada del flujo de cantidad de movimiento del chorro. En la pérdida, tienen 
una influencia destacada el punto de impacto del chorro, las dimensiones de la puerta y 
el nivel de presión neutra. Para cada configuración de cortina de aire, existe un valor del 
módulo de rotura que minimiza la tasa de transferencia de calor a través de la cortina.  
A través de cortinas de aire con recirculación parcial del chorro, la transferencia de calor 
total es directamente proporcional a la velocidad inicial del chorro y a la diferencia de 
temperatura a través de la cortina; la influencia del nivel inicial de turbulencia es 
moderada. El parámetro de transferencia de calor / .·Nu Re Pr  muestra una buena 
correlación con el módulo de rotura de la cortina Dm . 
En la publicación de Hayes y Stoecker,8 y 9 se halla información amplia sobre las 
características de la transferencia de calor en las cortinas de aire y su inclusión como 















Un eyector es un aparato que utiliza uno o varios chorros motores de un fluido (líquido, 
gas o vapor) inyectados a gran velocidad que, por la mezcla con otro adyacente de la 
misma o de distinta naturaleza, le transfieren parte de su energía a fin de aumentar su 
presión o su cantidad de movimiento (v. figura 17.1). El arrastre resulta del proceso de 
mezcla turbulenta que se produce en las fronteras entre corrientes y/o bajo el efecto de 
la succión por la depresión que ocurre en la expansión brusca del flujo primario, el cual, por 
la naturaleza de la temática de este libro, se trata de gas o de vapor recalentado.¨ 
 
 
Se trata de dispositivos sumamente sencillos, que muestran una gran insensibilidad a 
los efectos del entorno, tales como la temperatura, las vibraciones, etc.; sin embargo, 
su rendimiento es bajo. 
Tienen numerosas aplicaciones prácticas, tanto en la industria (eyectores de vapor, 
refrigeración, extractores, etc.) como en la tecnología aeroespacial (propulsores, etc.). 
El eyector fue inventado en 1901 por Charles Parsons para la extracción de gases no 
condensables del condensador de una máquina de vapor.  
Otro problema que impulsó el desarrollo del eyector fue la alimentación de agua para 
las calderas de vapor. El ingeniero francés Henry Giffard desarrolló un dispositivo, que 
él mismo denominó inyector (v. figura 17.2), cuyo funcionamiento se basaba, según él, 
 Fig. 17.1. 
Configuración 
básica de un 
eyector 
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en “el poder de un chorro de vapor para arrastrar una masa de agua (a presión ambiente) 
muy superior a la del vapor, e introducirla en la caldera”.  
 
El trabajo de Giffard obtuvo una gran resonancia mundial y motivó muchos estudios y 
publicaciones posteriores. Hacia el año 1900, cuando LeBlanc y Parsons se dan cuenta 
de la capacidad del inyector de Giffard para crear vacío funcionando sin agua, crece el 
interés por resolver el problema de la extracción de gases no condensables en los 
condensadores de vapor. Como resultado de ello, en 1918 Maurice LeBlanc1 patenta el 
eyector (v. figura 17.3). 
 
(Ver ref. 1 y 3)   
 Fig. 17.2. 
 Esquema del 
inyector de Giffard 
 
 Fig. 17.3. 








L a configuración básica del eyector se muestra en la figura 17.4. Sus partes esenciales 
son el inyector, el mezclador y el difusor. 
 
El fluido del chorro primario, a presión generatriz ´00P , temperatura generatriz 
´
00T  y 
flujo másico 
˙
´m , es aportado por una tobera denominada inyector. El chorro generado 
arrastra, en un canal de forma apropiada (el mezclador), el flujo secundario, cuyo 
estado de remanso se caracteriza por la temperatura ´́00T  y la presión 
´́
00P , y el flujo 
másico producido es m′′ . Las transferencias energéticas se efectúan esencialmente en 
el mezclador. 
Cuando el eyector funciona como extractor, el mezclador se prolonga por un difusor 
en que una parte de la energía cinética de las dos corrientes se convierte en presión 
(recompresión hasta el nivel aP  de la presión ambiente). 
Fijada la geometría de un eyector, sus prestaciones dependen de tres parámetros 
aerodinámicos fundamentales:  
 
00

















  (17.1) 
La figura 17.5 muestra la superficie que representa la relación entre dichos parámetros 
aerodinámicos, característica del funcionamiento de un eyector. 
 






 Fig. 17.4. 
Esquema de un 
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La superficie característica de funcionamiento de un eyector (v. figura 17.5) viene 








 ′′ ′ 
, representa-tiva de los diferentes regímenes de 
flujo posibles. 
17.3 Modelos matemáticos 
Los modelos matemáticos propuestos tienen como objetivo calcular el cociente de 
flujos másicos de las corrientes primaria y secundaria de un eyector, ya sea el tubo de 
mezcla de área variable o de área constante. 
Los primcipales modelos referenciados en la literatura, comentados en la tesis doctoral 
de J. García del Valle,3 se pueden clasificar en tres grupos: termodinámicos, 
energéticos y cinemáticos. Por su adecuación a los contenidos de este libro, solo 
interesan los modelos cinemáticos que emplean el conjunto completo de ecuaciones de 
conservación: masa, cantidad de movimiento y energía, aplicados a un volumen de 
control. De ellos, el más instructivo es el modelo de Fabri y Sienstrunck,4 pues es el 
primero que describe, de forma exhaustiva, los modos de operación de un eyector de 
área constante. Dichos autores estudian el eyector aire-aire más sencillo posible, que 
consiste en una tobera que descarga el flujo primario en un tubo de área constante cuyo 
extremo está abierto a la atmósfera a través de un pequeño difusor. Tres son los regímenes 
de flujo que pueden encontrarse: el supersónico, el supersónico saturado y el mixto. 
 
 
 Fig. 17.6. 
Esquema de los 
regímenes de 
funcionamie-nto.  






La principal limitación del modelo de Fabri y Sienstrunck es que concierne 
exclusivamente a eyectores con cámara de mezcla de área de sección recta constante. 
A principios de los ochenta, Matsuo5 y 6 y colaboradores realizan un estudio 
experimental similar al realizado por Fabri y Sienstrunck, pero sobre eyectores de 
cámara de mezcla de área de sección recta variable. El objetivo del estudio es identificar, 
mediante métodos ópticos y de medición de la presión, los distintos regímenes de 
funcionamiento del eyector de cámara de mezcla de sección variable (v figuras 17.6a, 17.6b 
y 17.6c). 
El estudio de las prestaciones del eyector en los tres regímenes mencionados se detalla 
en los subapartados siguientes. 
(Ver [Car71]) (Ver ref. 2 y 3) 
 
17.4 Eyectores de flujo supersónico, supersónico saturado y mixto 
17.4.1 Estudio experimental del funcionamiento de un eyector de 
mezclador cilíndrico 
Es el caso más corriente en la práctica industrial. Permite una simplificación importante 
del cálculo de las prestaciones. 
La figura 17.5 representa esquemáticamente una superficie característica 
experimental. Se constata que existen al menos dos dominios de funcionamiento 
distintos: primero, las prestaciones del eyector son independientes de aP , lo cual 
justifica la denominación de régimen de funcionamiento supersónico; segundo, la 
presión a la salida del eyector tiene una importancia capital en la evolución de las 
prestaciones; es el régimen mixto. 
17.4.2 Estudio experimental del régimen supersónico 
Cuando el flujo másico secundario es nulo o muy pequeño, las condiciones de flujo 
son análogas a las que se encuentran en un problema de presión de culote. Las 
condiciones de readherencia del flujo primario sobre las paredes del mezclador vienen 
determinadas por el flujo másico m′′ . 
La presión 00P′′  es insuficiente para que el flujo secundario supere la presión que reina 
en la región de readherencia, de modo que el flujo (2) se desprende, encerrando contra 
la pared un torbellino (v. figura 17.7). 
La readherencia posterior en R está asegurada por el efecto de arrastre del chorro 
primario.  
Cuando 00P′′  aumenta, también lo hace m′′  y la expansión del flujo primario disminuye, 
así como su recompresión en R; el torbellino se reduce y acaba desapareciendo para un 
valor de 00P′′  próximo al de la presión de readherencia.  
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A partir de esta situación, 00P′′ y m′′ , siguen aumentando, y cada una de las corrientes 
primaria y secundaria conserva macroscópicamente su individualidad. Los fenómenos 
de interacción viscosa quedan reducidos básicamente a una zona de mezcla, 
relativamente delgada, establecida a ambas partes de su frontera común. 
La independencia de estas condicio-nes de funcionamiento con respecto al nivel de 
presión aP  muestra, en particular, que el flujo secundario sub-sónico está bloqueado: 
corriente abajo de la sección 0A′′  de entrada en el mezclador, se establece el análogo 
de una garganta sónica cA′′ (v. figura 17.8). 
 
Este bloqueo es provocado por la expansión del flujo primario, cuya frontera forma 
con la pared una sección crítica para el flujo secundario. 
 
A medida que m′′  y 00P′′  aumentan, lo hace también la sección del conducto 
secundario, que al final alcanza el valor límite 0A′   (v. figura 17.9). 
En esta situación, denominada régimen supersónico saturado, el caudal de extracción 
es el máximo compatible con la geometría del eyector. 

















17.4.3 Régimen mixto 
En el supuesto de que 00/aP P  sea suficientemente pequeño, se establece un régimen 
supersónico corriente abajo de la sección crítica *A′′ , hasta el extremo del difusor. 
Los choques de recompresión progresan corriente arriba y, cuando alcanzan la sección 
crítica, se produce un descebado brutal, parecido al que surge en una toma de aire a 
compresión supersónica interna cuando la obstrucción corriente abajo es muy grande. 
El análisis experimental del nuevo flujo (v. figura 17.10) muestra que el flujo 
secundario deviene totalmente subsónico, mientras que el flujo primario se recomprime 
a través de una estructura complicada de ondas de choque. Estas provocan un aumento 
considerable del espesor de la zona de mezcla, que ocupa rápidamente una parte 
importante de la sección de mezcla.  
 
Si esta es bastante larga, la mezcla enérgica que resulta de ello conduce a un flujo 
sensiblemente homogéneo de la reunión de los flujos 1 y 2. Este régimen se denomina 
régimen mixto. 
17.5 Cálculo de un eyector de mezclador cilíndrico 
17.5.1 Régimen supersónico 
En este caso, el cálculo de las prestaciones a partir de elementos geométricos y 
aerodinámicos conocidos, tales como la sección del mezclador A , la sección 0A′ y el 
número de Mach de salida 0M ′  del inyector, es independiente de la contrapresión aP  
y se reduce a la determinación de la curva ( )00 00/f P Pµ ′′ ′= . 
Como ya se ha visto, la experiencia pone de manifiesto dos dominios de 
funcionamiento, el primero de los cuales corresponde a pequeños caudales de 
extracción y a una fuerte interacción viscosa. 
Recuérdese únicamente que se necesita una determinación exacta de la línea límite que 
lleva al punto de readherencia para obtener una previsión de ( )00m P′′ ′′  que se ajuste 
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Este apartado se limita, pues, a examinar las soluciones propuestas para calcular el 
segundo dominio, que corresponde a los fuertes caudales secundarios. 
Se sabe que, en este caso, la capa de mezcla es pequeña frente a las dimensiones 
transversales de los flujos 1 y 2, lo cual permitirá despreciar los efectos viscosos, en 
una primera aproximación. 
El tratamiento más sencillo, aplicable únicamente al caso del mezclador cilíndrico, es 
el propuesto por J. Fabri,4 que comporta las hipótesis siguientes: 
(i) Los fluidos de las corrientes 1 y 2 se pueden considerar gases perfectos. 
(ii) En la sección crítica C (v. figura 17.4), se supone que la estructura de cada una 
de las corrientes es casi uniforme. 
Así, cabe considerar una evolución global unidimensional e isoentrópica de las 
dos corrientes entre las secciones (0) y (C), teniendo en cuenta que la continuidad 
local de las presiones sobre la superficie común de los dos chorros no entraña, 
evidentemente, la igualdad de las presiones medias ( ) ( )c cP y P′ ′′ . 
(iii) El rozamiento y los intercambios de calor son despreciables entre (0) y (C). 
(iv) En estas condiciones, las ecuaciones del movimiento se escriben designando por 
A las áreas, por , ,ω ϕΣ las funciones habituales de los flujos unidimensionales 
y por 00 T ′  y 00 T ′′  las temperaturas generadoras, considerando únicamente el caso 
de gases calóricamente perfectos. 
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2. Ley de las áreas 0 0 1 1A A A A′ ′′ ′ ′′+ = +  
Teniendo en cuenta el bloqueo sónico del flujo secundario (hipótesis 1cA A′′ ′= ), la ley 











Σ MA 11 1
A Σ M Σ M
  ′′′  + − =
 ′ ′′ ′
 
 (17.3) 
3. Conservación de las cantidades de movimiento 
Las condiciones de conducto de sección recta constante y rozamiento fluidodinámico 
despreciable determinan que se satisfaga la invariancia de la impulsión, o sea, la 
conservación de: 
( ) ( )2 21 1P M A P M Aγ′′ ′′ ′ ′ ′+ + +  
Introduciendo la función ( ) ( ) ( )( )21M M M Mφ ω γ= Σ + , resulta en una sección 1 
cualquiera: 
0 00 0 00 1 00 1 00c c c cP A P A P A P Aφ φ φ φ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′+ = +  










El cálculo de la característica supersónica de un eyector de geometría ( )´́ ´0 0/A A λ=  y 











′=  ′ 
 (17.4) 
se puede efectuar siguiendo el esquema siguiente: 
(a) Datos: 0 0/A Aλ ′′ ′=  , 00 00/θ θ′ ′′  , 1 01   , M M′ ′=   
(b) Parámetro: ( ) ( )0 1 00 001 2 3 (1) /M M P Pµ′′ ′ ′′ ′≤ → → → → → →  
(c) Variando 0M ′′ , se encuentra paso a paso la parte de la característica desde el 
empalme con la parte de débiles caudales hasta el caudal máximo, definido por 
0 1M ′′ =  (régimen saturado). 
 
17.5.2 Régimen supersónico saturado 
En este caso particular ( )0 1M ′′ = , la curva característica viene definida explícitamente 
por la relación 17.1, con la condición de que la garganta de área 0A′′  sea sónica, de 
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Para un eyector dado ( )0, Mλ ′  y una relación de temperaturas generatrices determinada, 
se observa que esta parte de la característica es recta. 
 
17.5.3 Régimen mixto 
En este caso, las dos corrientes experimentan un proceso de mezcla muy intenso, que 
da lugar a una distribución de velocidades de la corriente resultante al final del 
mezclador, que es prácticamente uniforme. Despreciado el rozamiento fluidodinámico 
en la pared, el estado del fluido en la sección (m) corresponde rigurosamente al 
concepto de flujo medio. 
El problema consiste ahora en determinar las magnitudes características de las dos 
corrientes, de modo que, después de la mezcla, en un conducto de sección recta 
constante, el flujo resultante pueda ser evacuado a la atmósfera, cuya presión es aP , 
por un difusor de propiedades conocidas. 
La condición de funcionamiento de este difusor se supone dada a priori, bajo la forma: 
 ( ) ( )/m a mP P f M=  (17.5) 
Considérese el caso de un flujo primario supersónico y unos flujos secundarios y 
resultantes subsónicos. El procedimiento de cálculo es el siguiente. 
Se conocen la geometría del eyector  0 0( / )A Aλ ′′ ′=  y número de Mach fijado de la 
corriente de salida de la tobera primaria, 0M ′ , y las entalpías generatrices 0 0h y h′ ′′  de los 
dos flujos, de las cuales se obtiene 0 0/θ θ′′ ′ .  
Se ha de determinar la característica del eyector 00( / )aP Pµ µ ′= , donde /m mm mµ ′′ ′=   . 
Las hipótesis de partida son: mezcla ideal en un conducto de sección recta constante, 
adiabática y sin rozamiento. En estas condiciones, la ecuación de conservación de la 
energía permite calcular la entalpía total de la mezcla: 
0m mm h  00 00m mm h m h′ ′ ′′ ′′= +   
Aplicando el principio de conservación de la masa ( )1m m m mm m m m µ′ ′′ ′= + = +    , 
resulta: 









de donde se deduce 0mθ . 
Por otra parte, la ecuación de conservación de la masa se puede escribir en la forma: 
































=   +′′  Σ
 (17.7) 
Finalmente, teniendo en cuenta que la impulsión ( )21PA Mγ+  se puede escribir de la 
forma 0 ( )n nm Mθ φ , el teorema de conservación de las cantidades de movimiento en 
un conducto de sección recta constante se escribe: 
0 00 0 00 0n n n n nm m mθ φ θ φ θ φ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= +    
Introduciendo µ , se obtiene:  
 ( ) 00 0 00 0
1
1m
Mφ θ φ θ φ
µ
 ′ ′ ′′ ′′= +  +
 (17.8) 
Conocidos 00 00 0, , ,h h Mλ′ ′′ ′ , se da un valor a µ  y un valor a 0M ′′  , y se procede del 
modo siguiente. 
A partir de la ecuación 17.2, se obtiene 0mh  y, por tanto, 0mθ ; la ecuación 17.4 aporta
mM ; la ecuación 17.1 da /m aP P , y la ecuación 17.3 da 0 / aP P′ . Entonces, se puede 
calcular 00 00/P P′′ ′  y  0 0/P P′′ ′  a partir de la relación de flujos másicos: 
















donde la única incógnita es 00 00/P P′′ ′ . 





















  ′ 
 
de la superficie característica de eyección. A tal efecto, basta con variar ´́0  ,M  a valor 
de µ  constante, entre 0 y 1 para construir el corte cteµ =  de esta superficie; después, 
se procede a variar µ  para engendrar toda esta superficie. 
Inversamente, conocida esta superficie, si se dan 00 / aP P′  y 00 / aP P′′ , se deduce 
inmediatamente /m mm mµ ′′ ′=  y, a partir de este valor, el flujo másico secundario 
extraído. 
La práctica enseña que, para lograr un buen intercambio de cantidad de movimiento y, 
por tanto, una mezcla eficaz, la longitud del conducto de mezcla ha de ser del orden de 
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10 a 20 diámetros de conducto. Así, resulta que la consideración de rozamiento parietal 
despreciable deja de ser válida, de modo que es necesario efectuar una corrección. 
La presión media corregida que se ha de considerar a la salida se tomará igual a: 







donde R  es el radio de la sección recta del conducto de mezcla. 
(Ver ref. 2) 
17.6 Influencia de los diversos parámetros de funcionamiento 
Incrementando 00P′ , aumenta el flujo másico primario y disminuye el valor de μ en los 
regímenes supersónico y supersónico saturado. Al mismo tiempo, la línea de régimen 
mixto se desplaza hacia la izquierda por recompresión del flujo secundario. 
Los incrementos de valor de la presión de descarga provocan únicamente una 
disminución de μ en el caso de régimen mixto. 
Incrementando la presión de remanso del flujo secundario, aumenta el valor de μ para 
los regímenes supersónico y supersónico saturado. 
 
La experiencia enseña que, particularmente en régimen supersónico, los resultados 
obtenidos por los anteriores métodos de cálculo se ajustan muy bien a la realidad (v. 
figura 17.11). 
En régimen mixto, se consigue también un buen acuerdo, a condición de utilizar una 
longitud de mezclador suficientemente importante, del orden como mínimo de 7,5 
veces el diámetro del conducto, y tener en cuenta la corrección de capa límite. 








La influencia de un difusor final se manifiesta por una mejor prestación de extracción 
para un valor dado de ( )00 / aP P′  y por el hecho de facilitar el establecimiento del 
régimen supersónico. 
Entre los problemas planteados por la utilización de un eyector, cabe mencionar el 
acoplamiento entre el eyector y la fuente de alimentación de la corriente secundaria  
El funcionamiento de esta fuente está representado por una curva característica de la 
forma ( )00 1 mP f m′′ ′′= , función generalmente decreciente.  
Conocidos el flujo másico y la presión generatriz del chorro primario, las condiciones 
de acoplamiento vienen dadas por la intersección de las curvas 00 00/P P′′ ′  y 
/m mm mµ ′′=  . 
En general, se obtiene una solución única. Sin embargo, en determinadas 
circunstancias, para pequeños valores de µ  y extracción de aire en una corriente no 
uniforme, puede ocurrir que las curvas F y ( )2f µ presenten dos puntos de intersección. 
17.7 Caso de un mezclador de forma cualquiera 
Sea, en particular, el dispositivo de doble flujo clásico representado esquemáticamente 
en la figura 17.12. 
 
 
En caso de que la salida de los dos chorros ocurra en régimen supersónico, la presión 
ambiente aP  no desempeña, evidentemente, papel alguno. El cálculo que se lleva a 
cabo de este modo aporta unos resultados excelentes, que son ratificados 
experimentalmente (v. figura 17.13). Si la presión 00P′  disminuye, la sección de 
bloqueo del flujo secundario se aproxima a la sección de salida y la alcanza. Si 00P′′  es 
entonces inferior a / 0,528aP , el flujo de aire secundario deviene función de la relación 
00 / aP P′′  (v. figura 17.14). 
Fig. 17.12. 
Configuración clásica de 
doble flujo2 






















Las toberas son extensamente utilizadas para resolver diversos problemas científicos 
y tecnológicos. Fueron utilizadas por primera vez en turbinas de vapor por el ingeniero 
sueco De Laval. Por otra parte, son absolutamente necesarias para generar flujos uni-
formes super -e hipersónicos que no pueden lograrse de otra manera. 
Aparte de que las toberas son componentes esenciales de cualquier motor de propul-
sión a chorro, o como parte de un generador MGD, su campo de aplicación se extiende 
también, como aplicaciones más sofisticadas, a los “lasers gasdinámicos” 1 y “lentes 
gasdinámicas”. En toberas planas se consigue grandes gradientes longitudinales de 
densidad y nulos transversales que permiten desviar un haz de luz sin causar substan-
cial divergencia. 
Los procesos físicos que acompañan al flujo de gas en toberas exhiben una amplia 
variedad de fenómenos, que incluyen excitación fuera de equilibrio de grados de liber-
tad vibracionales de molécula, procesos de intercambio de masa, de cantidad de movi-
miento y de energía entre fases gas y líquido/sólido, e interacción de partículas en 
movimiento con campos magnéticos y eléctricos. 
No menos diversos son los métodos de resolución de las ecuaciones que describen el 
flujo en toberas. El problema es complicado, no sólo por el gran número de ecuaciones 
necesarias para describir los procesos de no equilibrio sino también como consecuen-
cia de que estos difieren en las distintas partes de una tobera. En el caso de un flujo 
estacionario, el sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales es elíptico 
en la región subsónica, parabólico en la región transónica, e hiperbólico en la región 
supersónica. 
En este capítulo se tratan los principales aspectos de la dinámica de gases en toberas 
desde un punto de vista general. La teoría moderna del flujo de gases y sus métodos 
de análisis, comprendidos los numéricos, se encuentran expuestos en tratados especia-
lizados tales como: “Gas Flow in Nozzles”. 
(Ver [PR85]) 
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18.2 Ecuaciones básicas 
El estado de un gas con propiedades termodinámicas conocidas que fluye por una to-
bera está definido por medio de su velocidad, densidad y presión en función de posi-
ción y del tiempo. Las funciones básicas representan leyes generales de conservación 
de masa, de cantidad de movimiento y de energía en forma diferencial. El sistema se 
cierra por medio de ecuaciones de estado térmica y calórica. No obstante, los flujos de 
gas en toberas están habitualmente acompañados por varios procesos de no equilibrio 
que pueden ser descritos por las correspondientes relaciones cinética y de relajación. 
Sea una mezcla, homogénea o heterogénea, de N componentes cada uno de los cuales 
está caracterizado por su densidad media iρ , su velocidad iV
→
, su energía interna iu
y su estado de tensión iπ . 
Para cada componente, las ecuaciones básicas son: 
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 (18.3) 
En las anteriores ecuaciones, ikR  es la variación de masa del componente  (i) debido 
al componente (k) (por ejemplo, por reacción química, condensación, etc.) por unidad 
de volumen y por unidad de tiempo; Mik es el cambio de la cantidad de movimiento 
del componente (i) debida al componente (k), por unidad de volumen y unidad de 
tiempo; iL
→
caracteriza el trabajo realizado por las fuerzas superficiales exteriores; 
iQ
→
es el vector flujo de calor y ikE es el cambio de energía del componente (i) debido 
al componente (k), referido al volumen y tiempo unidad. 
El sistema de ecuaciones 18.1 a 18.3 se cierra por medio de las ecuaciones de estado 
térmica y calórica que permiten expresar (si se supone equilibrio termodinámico local 
cuando la temperatura Ti está definida en todos los puntos ) el estado de tensión iπ , 
y la energía interna, ui , por otros parámetros de la mezcla y algunas variables fisico-
químicas. Para resolver problemas particulares se necesita también algunas relaciones 
fenomenológicas mediante las cuales determinar los parámetros de interacción de 
masa, Rik, de fuerza Mik, y de energía, Eik, entre fases. Si la desviación respecto al 
equilibrio es insignificante, las relaciones antes mencionadas se pueden obtener por 
medio del principio de Onsager y la postulación de relaciones lineales de flujos termo-
dinámicos. Si tienen lugar reacciones químicas, entonces las relaciones necesarias para 
Rik están definidas por la cinética química. 
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Las ecuaciones 18.1 a 18.3 son generales y su solución, sin considerar ciertos supues-
tos simplificadores, es una tarea sumamente difícil. Por otra parte, en la descripción 
del flujo de gas en tobera, es posible frecuentemente despreciar las fuerzas másicas, 
las fuentes externas de energía, la viscosidad del fluido, la conducción de calor y la 
difusión. La viscosidad y la conducción de calor, que tienen una gran importancia cerca 
de las paredes de la tobera, se las tiene en cuenta mediante la aproximación de capa 
límite. Sin embargo, viscosidad, conducción de calor y difusión se han de tener en 
cuenta cuando se considera la interacción de fases. 
18.3 Formulación del problema 
Para describir flujos de gas en tobera se formulan habitualmente algunas hipótesis. 
Actualmente, cuando se describen flujos multifase en toberas, los especialistas utilizan  
con frecuencia modelos de dos fluidos y medios multifluido en los que, en lugar de un 
flujo real de un gas sucio se considera un flujo interpenetrante de dos o más medios- 
gas limpio y “gas” de partículas. En este caso, todos los parámetros de flujo represen-
tan valores obtenidos tomando el promedio en un pequeño volumen que contiene un 
gran número de partículas extrañas. 
Aparte de las hipótesis formuladas para gas limpio y gas de partículas, cuya enumera-
ción se encuentra en tratados especializados, los casos especiales de flujo que más 
interesan son los siguientes: 
Mezcla de N gases componentes no reactivos. Efectos de viscosidad, conducción 
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, ρ  y P  son la velocidad , la densidad y la presión estática de la mez-
cla, respectivamente. 
Las ecuaciones 18.1, 18.2 y 18.3 anteriores se escriben: 
 0D V
Dt
ρ ρ+ ∇ =
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  (18.5) 
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 (18.7) 
 
Mezcla de N gases no reactivos y partículas uniformes. Ausencia de evaporación 
y de condensación. Volumen ocupado por las partículas despreciable. “Gas“de 
partículas 
 0 D V
Dt
ρ ρ+ ∇ =

 (18.8) 
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es la fuerza de interacción del gas limpio y el “gas” de partículas, referida 
a la unidad de masa del “gas” de partículas, y q es el flujo de calor entre gas y partícu-
las. 
El sistema de ecuaciones se cierra por medio de ecuaciones de estado del gas limpio y 
el “gas” de partículas que, en este caso, son  h=h (P,T) , P=RρT, ( )s su u T=
Evidentemente, si el flujo es estacionario las ecuaciones anteriores se simplifican to-
davía más suprimiendo todos los términos afectado por el operador t
∂
∂ . Además, si
aceptamos el modelo de flujo unidimensional (uniformidad de estado del fluido y de 
su movimiento en cada sección de flujo) los operadores ∇  quedan reducidos a la 
derivada direccional siguiendo la del movimiento. 
Dos casos límite de flujo isentrópico son de principal significado: un flujo de equilibrio 
y un flujo congelado. Para el primero, los tiempos característicos de los procesos de 
relajación son mucho más pequeños que los tiempos característicos de dinámica de 
gases; para un flujo congelado son mucho más largos. En este último caso, los pará-
metros que caracterizan los procesos de relajación se suponen constantes e iguales a 
sus valores en un punto característico del flujo. 
18.4 Flujo homoentrópico unidimensional en toberas De Laval 
Se trata de una aproximación al flujo real en toberas cuyo estudio se justifica, entre 
otras razones, por la información que aporta acerca de los fenómenos de que puede 
verse acompañado, principalmente al considerar la influencia del valor de la presión 
en el medio ambiente receptor en el .que ocurre la descarga del gas. 
Sea una tobera convergente- divergente que comunica un depósito de grandes dimen-
siones, en el que el fluido se encuentra en reposo a la presión P0, con un medio am-
biente exterior en el que la presión absoluta es Pa , figura 18.1 
Fig. 18.1. 
Configuración básica de 
una tobera convergente-
divergente. 
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Tan pronto como Pa < P0 se establece un movimiento del gas a lo largo del conducto 
con un flujo másico dado por 
 ( )sm VAρ=  (18.12) 
donde el subíndice s indica la salida de tobera. 
 
Como quiera que el movimiento es homoentrópico (aparte capas tangenciales de dis-
continuidad por regla general muy delgadas: capas límites), el estado del fluido y la 
velocidad con que se mueve en todo punto de la tobera están inequívocamente defini-
das en términos de las condiciones de remanso y de la presión de salida.  





















































    = =   −    +     
 (18.16) 
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  (18.17) 
Otra forma de expresión del flujo másico utiliza el factor de flujo 𝜓𝜓, definido en tér-
minos de la relación de presión ( )0/gp P , donde gp  es la presión estática del fluido 
en la garganta y 0P  la presión de remanso. 
 









−       ≡ −    −        
 (18.18) 
Cuyo valor crítico, correspondiente a  
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 * , gp p= es 








= = Γ = + 
 (para el aire) 
Las correspondientes ecuaciones del flujo másico son: 
 0 0
00














= =  (18.20) 
En la figura 18.2 se ha representado el factor de flujo 𝜓𝜓 en función de la relación de 
presión 0/gp P  para diferentes valores de γ. 
 
Conocido el flujo másico, el cálculo del valor de M y de las propiedades del fluido en 
cualquier sección de la tobera puede realizarse mediante las ecuaciones: 
Fig. 18.2. 
Factor de flujo 𝜓𝜓 en fun-
ción de la relación de 
presión 
/g op P   
[ZH76]   
 














































− −  = +  
  
 (18.24) 
Estos cálculos se pueden llevar a cabo determinando el valor de A∗  a partir de 



















 −  = +  +    
 (18.25) 















 −  = +  +    
 (18.26) 
Ahora se puede obtener fácilmente la relación entre área y cualquier otro parámetro; 



























   +   =
 
    −          
 (18.27) 
La ecuación 18.27 está representada en la figura 18.3. 
Siempre que sP  sea más pequeño que 0P  se producirá un flujo másico en la tobera 
cuyo valor irá aumentando a medida que 0sP P  disminuya. Esto es así hasta que se 
llega a las condiciones sónicas en la garganta. 
 




Estas condiciones corresponden a un valor particular de la presión aP  del ambiente 
en que descarga la tobera. Este valor se denota por scP . 
Se puede ver que para este valor de la presión, el flujo másico es máximo. La expresión 




















−+   
     = −      −       
  (18.28) 
Fig. 18.3. 
Relación de áreas vs 
relación de presión 
[ZH76] 
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−−   + = =     +    
; o sea: gP P
∗=  (18.29) 
Resulta pues que cuando la presión en la garganta de la tobera es igual a la crítica, el 
número de Mach del flujo en ella es la unidad; o sea: se alcanza el estado crítico y el 
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∗  = = + 
  (18.30) 
Cuando el depósito descarga por un conducto convergente cuya área mínima corres-
ponde a su sección de descarga, las condiciones sónicas se presentan en la salida 
misma. Por lo tanto 




= +  (18.31) 
El bloqueo sónico aparece tan pronto como la presión en el recinto de descarga deviene 
menor que scP . El fluido a la salida del conducto debe después expansionarse para 
adaptarse a la presión ambiente. 
 
En la figura 18.4 se muestra el efecto de la relación de presión en una tobera De Laval. 
Consideremos que el flujo en la tobera se inicia en un punto de la rama subsónica 
(figura 18.1). 
A medida que la sección del conducto se acerca al valor crítico, A∗ , el número de Mach 
aumenta y la relación de presiones P/ P0 disminuye. Al llegar a la garganta, si el flujo 
deviene sónico su área es crítica y el flujo corriente abajo deviene supersónico. 
Las características del flujo en el conducto de sección recta creciente corriente abajo 
de la garganta (divergencia) dependen de la presión en el recinto de descarga. 
La figura 18.4 muestra la forma de las distribuciones teóricas de presión y las configu-
raciones de onda para varias presiones de salida. Para las presiones denotadas por a y 
b, la presión en la garganta es superior a la crítica por lo que el flujo es por todas partes 
subsónico, controlado por la presión de salida. 
Para el valor de la presión exterior denotado por c el flujo en la garganta deviene só-
nico, siendo la presión en ella crítica. Entonces, la única solución isentrópica posible 
está representada por el flujo supersónico correspondiente a una presión en la descarga 
denotada por (j). 
Pero, para que este flujo exista, la presión en la salida jP  debe ser considerablemente 
menor que cP . Entonces, ¿ qué ocurre cuando la presión en la descarga tiene un valor 
comprendido entre c jP y P ?. Evidentemente, para ellas no hay soluciones isentrópicas.  





Efecto de la  
relación de  
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Por ejemplo, consideremos una presión de salida dP  algo menor que cP . Podría ser 
alcanzada por un flujo subsónico, tal como se muestra por la línea de trazos d´d, a lo 
largo de la cual la relación de presiones 0dP P satisface la relación de áreas definida 
por la ecuación 18.27, siempre y cuando 0dP sea menor que 0P . Ello requiere que 
ocurra un proceso no isentrópico en alguna parte a lo largo del flujo. 
Hay muchas posibilidades. La hipótesis más simple, sin introducir efectos viscosos, es 
que el aumento de entropía ocurre en un choque normal simple. La localización del 
choque en (s) debe ser a un número de Mach que dará justo el correcto 0dP  para al-
canzar el punto d. Para cada posición s del choque a lo largo de la rama supersónica 
hay una presión de salida correspondiente que puede ser alcanzada. 
A medida que disminuye la presión de salida el choque se mueve corriente abajo, al-
canzando finalmente la salida cuando la presión allí toma el valor fP . Toda ulterior 
disminución de la presión de salida ya no afecta al flujo en la tobera; el ajuste de pre-
sión se lleva a cabo por sistema de ondas oblicuas, tal como se muestra en la figura 
18.4 y en la fotografía adjunta. 
 
18.4.1 Subexpansión en toberas De Laval 
Cuando en la tobera se alcanza el flujo másico máximo *m  el gas se expande com-
pletamente, en régimen supersónico, hasta alcanzar al final de su parte divergente la 
presión de remanso ambiente. Por consiguiente, toda ulterior reducción de la presión 
ambiente no tiene efecto sobre las condiciones de flujo en el interior de la tobera. Más 
allá de la salida de la tobera, el flujo supersónico se expande casi de la misma manera 
que lo hace en una tobera convergente funcionando con una relación de presión super-
crítica. Dado que el gas no se expande completamente dentro de la tobera, la energía 
cinética asociada con el chorro que atraviesa la sección de salida de la tobera es menor 
que la que corresponde a expansión isentrópica de gas desde 0P  hasta la presión am-
biente. De esta tobera se dice que funciona en régimen sub-expandido (ver figura 
18.5a). 
Por consiguiente, si se utiliza la tobera como propulsor, el empuje obtenido cuando 
funciona sub-expandida será menor que el que corresponde a expansión completa. 
 
18.4.2 Sobreexpansión en toberas De Laval 
Sobreexpansión en tobera De Laval significa que los gases se expanden en el interior de 
la tobera hasta una presión inferior a la contrapresión ambiente para ser después compri-
midos hasta el valor de contrapresión a través de una serie de ondas de choque oblicuas. 
El resultado es la disminución del empuje. Si se aumenta suficientemente la contrapre-
sión, el chorro se desprende de la pared del tramo divergente de la tobera, tal como se 
muestra en las figuras 18.5b, 18.5c y la figura 18.6. 
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La contrapresión, que no se puede propagar por el chorro, sí que lo hace corriente 
arriba a través de la capa límite que rodea al chorro, pues en ella la velocidad del fluido 
varía desde un valor supersónico, en la interfaz con el chorro, a cero en la pared de la 
tobera. Por consiguiente, dentro de la capa límite hay regiones donde las velocidades 
de gas son subsónicas. Así, si en el borde de salida de la tobera ocurre una onda de 
presión, puede propagarse corriente arriba a través de las regiones de la capa límite 






La figura 18.7 presenta los resultados obtenidos por A. Stodola 6 en los experimentos 
sobre el efecto de la contrapresión sobre la presión estática del fluido a lo largo del 
eje de una tobera convergente-divergente. Se constata que cuando la contrapresión es 
correcta, curva M, la presión estática a lo largo del eje de la tobera era la más baja 
obtenida en los experimentos, y es la condición límite para todos. 
Fig. 18.5. 
Regímenes en una to-
bera ideal no adaptada5 
 
Fig. 18.6. 
Desprendimiento de la 
corriente en una to-
bera De  
Laval 
 [ZH76] 
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La presión de separación sp  es aproximadamente 00, 40 p , pero, en las toberas có-
nicas, el valor exacto de la presión de separación está influenciado por el carácter de 
la capa límite y el ángulo mitad α de la divergencia cónica. 
Los experimentos indican que, para un valor dado de α, la relación de presión de se-
paración 0/sp p  es una función de la relación de presión de tobera 0 0/P p . La fi-
gura 18.8 muestra una correlación de los resultados obtenidos por diferentes 
investigadores con toberas de motor cohete que tenían un ángulo de divergencia 
15ºα = . 
 
Durante el ascenso de un cohete-lanzadera, la tobera de un motor-cohete como el Vul-
cain funciona, en la plataforma de lanzamiento, con una contrapresión aproximada-
mente de 1 bar, hasta alcanzar un valor de 5.10-4 Pa a una altitud de unos 150 Km.  
Fig. 18.7. 
Evolución de la 
presión a lo largo 
del eje de una to-
bera convergente-
divergente en fun-
ción de la relación 
de presión para 




Correlación de  
resultados sobre 
separación el flujo 
en toberas 7 
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A fin de reducir las pérdidas debidas a la sub-expansión, la tobera se diseña para la 
altitud de adaptación más alta pero de manera que se evite el desprendimiento del cho-
rro en el momento de funcionamiento sobre la plataforma, pues el desprendimiento del 
chorro en régimen permanente conlleva riesgos de integridad mecánica de la tobera y 
su motor.  
El desprendimiento del chorro tiene una naturaleza inestable y localmente tridimen-
sional, lo que se traduce por la pérdida de simetría de revolución teórica de los campos 
de presión parietal instantáneos y, por consiguiente, por cargas laterales inestables so-
bre las paredes de la divergencia de la tobera (ver figura 18.9). 
 
(Ver [ZH76]) (Ver ref. 2) 
18.5 Comportamiento de una tobera en el vacío 
En este apartado se estudian las propiedades intrínsecas de la tobera, particularmente 
el flujo másico y el empuje, a partir de la hipótesis de que la presión que reina a la 
salida de la tobera es lo suficientemente baja como para que no tenga influencia alguna 
sobre el comportamiento del flujo interno. 
Conocidas la presión y la entalpía de remanso P0 , h0  del fluido en la entrada a la 
tobera, despreciando efectos de viscosidad y conductividad térmica del fluido y supo-
niendo que en cada sección recta de la tobera el flujo es uniforme, todo el proceso de 
expansión está determinado por la geometría. Este planteamiento del problema es una 
primera aproximación que está representada por la teoría unidimensional del flujo. 
 
18.5.1 Teoría unidimensional en régimen estacionario: Fundamentos 
La hipótesis de equilibrio permite representar las propiedades del fluido en un dia-
grama de Mollier (h, s) (ver figura 18.10). En un punto de este diagrama se cruzan tres 
curvas principales: isobara, isoterma e iso Z (Z, factor de compresibilidad) en las que 
se lee directamente los valores de las variables h, s, P, T, Z. 
En la figura 18.11 se ha representado la conversión de entalpía en energía cinética por 
expansión isentrópica desde la presión crítica *p en la garganta hasta la contrapresión 
op . La condición de conservación de entalpías se expresa:  
Fig. 18.9. 
Esquema del  
fenómeno de  
cargas laterales 
por desprendi-
miento del  
chorro 5 
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y el número de Mach  VM
a
=  (18.32) 
Conocido el flujo másico de una tobera y el estado termodinámico del gas en una sec-





      
P
ZRT
ρ =       ( )2 oV h h= −  (18.33) 
Variando el valor de h a partir del de h0 se pueden calcular paso a paso las leyes P (A),
ρ ( A ), V ( A ), etc. Se encuentra entonces, de conformidad con el teorema de Hugo-
niot, que el área A pasa por un mínimo A* para un valor particular de la velocidad del 
fluido, V = a*, denominada velocidad crítica (ver figura 18.12). 
Fig. 18.10. 
Diagrama de  
Mollie 
Fig. 18.11. 
Conversión de  
entalpía en  
energía cinética 
en una tobera De 
Laval [ZH76] 
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Otra magnitud importante es la velocidad límite 
 lim 2 oV h=    (18.34) 
Definida la relación de expansión isentrópica por 0/sr p P= , el comportamiento de 
una tobera operando con gases perfectos cuya relación de calores específicos es 
1,4γ =  se describe por relaciones tales como 0 0/  ,  /  /s s s maxT T V Vρ ρ , etc. (ver figura 
18.13). 
 
A su vez, dicho comportamiento puede también expresarse en términos del número de 
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tobera De Laval 
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= = + + + 
∑  (18.37) 
1,4=γ  
Estas fórmulas se encuentran tabuladas para diferentes valores de γ. 
 
18.5.2 Flujo másico unidimensional 
Sea A* el área de la garganta de la tobera, donde M=1, de manera que el flujo másico 
está dado por m a Aρ• • •= ; o bien, en términos de 0 0, aρ , sustituyendo 0ρ  por







δ γ •=  (18.38) 











−+ =  −  
 (18.39) 
cuyos valores son los siguientes 
 
γ 1,25 1,30 1,35 1,40 
δ (γ ) 1,4714 1,3890 1,3279 1,2810 
 
Se constata que: 
 
a. En un flujo estacionario adiabático (T0 = Cte), de gas caloríficamente per-
fecto, el producto P0A* es invariante. 
b. Si las pérdidas de carga reducen la presión de remanso a 0 0P P′ < , la sección 





• • •′ = >
′
 





  se utiliza frecuentemente en propulsión 
como parámetro de funcionamiento del motor pues, para un gas calorífica-
mente perfecto, esta magnitud es proporcional a la sección crítica local A* o, 
en una sección de área dada, función del número de Mach local, definido por 
( )M A A•=∑  
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18.6 Comportamiento de una tobera en la atmósfera 
En las aplicaciones de propulsión, en particular, se considera que una tobera está adap-
tada a las condiciones de vuelo dadas cuando la presión del chorro en la salida es igual 
a la presión ambiente no perturbada. De hecho, en estas condiciones el empuje de la 
tobera es máximo. 
Sea aP  la presión atmosférica que actúa fuera del chorro, sP  la presión del fluido 
en la sección de descarga de la tobera cuya área es sA  y en la que la velocidad media 
de escape del fluido es sV . Se sabe que el empuje total es 
 ( )s a s sF P P A mV= − +   (18.40) 
Se demuestra fácilmente que esta expresión es máxima para S aP P=  (tobera adap-
tada). Sin embargo, la noción de adaptación no es tan simple como pueda parecer. 
Cuando la tobera forma parte de una estructura que se desplaza en el medio exterior 
con una determinada velocidad, caso por ejemplo del fuselaje de un reactor, aparecen 
efectos de interacción que modifican el empuje. Uno de los efectos más importantes 
es el desprendimiento de la corriente en la tobera sobre-expandida. 
Aparte cuanto se ha expuesto en un punto anterior sobre el fenómeno de desprendi-
miento en una tobera, conviene ahora añadir algunas consideraciones suplementarias 
dado el indudable interés en relación no solo con las medidas efectuadas en un banco 
de ensayo, sino también a los fines de la determinación del empuje. 
Considérese una tobera de revolución perfilada, alimentada en condiciones generatri-
ces determinadas e invariables y sea ( )P x  la curva de expansión completa para una 
presión ambiente de salida bastante baja. Si ahora se eleva progresivamente esta pre-
sión, se constata que poco después de la formación del choque oblicuo de salida apa-
rece un desprendimiento que ocurre cada vez más al interior de la tobera a medida que 
aP aumenta (ver figura 18.5c). 
Ahora, supongamos, por ejemplo, que el flujo exterior es supersónico y que la presión 
generatriz de la tobera 0P  es tal que la sección de salida 0A , figura 18.14, adaptada 
en el sentido clásico, no alcanza el nivel de acoplamiento al flujo definido por el punto 
S de extremo del fuselaje. 
 
 
Es evidente que si hubiera, por ejemplo, una pared plana que estableciese un cierre 
enlazando los puntos S y 0A , estaría sometida, por el hecho de la expansión en S, a 
una presión tal que extP P P∞< < , y que el empuje global será inferior al de la misma 
tobera adaptada. Si se va alargando la tobera, es evidente que la presión exterior sobre 
Fig. 18.14. 
[Car71] 
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la pared irá aumentando mientras que las presiones internas sobre 0A A  irán dismi-
nuyendo (ver figura 18.14). 
Habrá verdadera adaptación cuando las dos presiones en A sean iguales. En este caso 
se ve que la buena adaptación ocurre para un área adA  a la que corresponde una pre-
sión de salida inferior a P∞ ; o sea, a una tobera sobreexpandida (ver figura 18.15). 
 
 
18.6.1 Desprendimiento de una tobera sobreexpandida en la atmósfera 
en reposo 
Considérese, de nuevo, una tobera de revolución perfilada, y sea ( )P x  la evolución 
de la presión del gas en una expansión completa para una contrapresión bastante baja. 
Sea S, figura 18.16, el punto origen de un desprendimiento simétrico para una cierta 
presión aP . Corriente abajo del punto S se encuentra a menudo los cuatro tipos de 
curvas de presión que se muestran en la figura. Las curvas del tipo I, II y III interesan 
sobre todo en relación con los ensayos efectuados a pequeña escala, a números de 
Reynolds demasiado bajos. A la escala de los motores de reacción reales, los números 
de Reynolds son siempre lo bastante elevados como para que se observen únicamente 
desprendimientos del tipo IV. 
 
La curva de presión correspondiente comporta dos partes bien diferenciadas: 
− La rama SK, denominada por Chapman zona de desprendimiento libre ya que su 
forma es independiente de las condiciones que reinan corriente abajo del punto K 
(rama invariante) 
− La rama KA que, por el contrario, depende muy acusadamente de las condiciones 









Si en una tobera dada disminuimos aP el punto S se acerca al punto A de salida por 
fenómenos que tienen idéntica manifestación hasta que se alcanza la evolución 2 2S K
(ver figura 18.17). A partir de esta posición, si aP continúa disminuyendo la forma de 
SK evoluciona y tiende a una discontinuidad (onda de choque oblicuo). 
Como ya se ha avanzado, el resultado es una pérdida de empuje de la tobera conven-
cional De Laval. A fin de disponer del máximo empuje cualquiera que sea la contra-
presión (presión exterior), es necesario, mantenida constante la presión generatriz, que 
una tobera pueda regular su relación de expansión a través de la variabilidad de su 
relación de secciones, lo que es inviable en el caso de toberas de revolución. 
La solución de una tobera auto-adaptable se encuentra vía la recuperación del efecto 
propulsor de la expansión de los gases sobre un cuerpo central encerrado en la tobera 
propiamente dicha: la tobera auto-adaptativa de cuerpo central. De sus características, 
se tratará más adelante 
18.7 Pérdidas en toberas 
Como es sabido, la función de una tobera sea en una turbina de vapor o bien una turbina 
de gas, un motor de propulsión a chorro y otras varias aplicaciones, es convertir energía 
térmica, o potencial de presión, en la máxima cantidad de energía cinética de chorro 
que corresponde a las condiciones operativas de entrada y salida de la misma. 
En un principio, parece razonable suponer que si bien la expansión del fluido en la 
tobera es adiabática, el proceso nunca es isentrópico pues los efectos de fricción y 
turbulencia en el flujo no pueden evitarse, manifestándose como pérdidas de tobera. 
Como un resultado, la energía cinética del chorro desarrollado por una tobera real es 
siempre menor que el calculado para un proceso de expansión isentrópico entre idén-
ticas presiones de entrada y de descarga (contrapresión) 
El efecto de fricción sobre el funcionamiento de una tobera se puede tener en cuenta 
por la relación de presión de estancamiento, por el rendimiento de energía cinética η o 
bien por el coeficiente de velocidad ϕ d la tobera. Ahora bien, hay otras muchas causas 
de pérdida de eficacia de las toberas, como son: 
− Flujo transitorio, no estacionario, y flujo multifase 
− No uniformidad del flujo a la salida de la tobera 
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− Inadecuada relación de áreas cámara de combustión/garganta de tobera 
− Pérdida de calor y erosión 
− Efectos de gas real, etc. 
18.7.1 Flujo transiorio, no etacionario, y flujo multifase 
Durante el encendido y apagado de un motor de propulsión a chorro ocurren no solo 
significativos transitorios ( )/ 0d dt ≠  de presión y flujo másico, sino también efectos 
no estacionarios asociados a empuje pulsante e inestabilidades de combustión. 
Por otra parte, el flujo en toberas puede incluir fases condensadas (líquido o sólido) 
con gas: Al2O3 en propelentes sólidos, hollín de combustibles HC y condensación a 
baja temperatura. Todo ello contribuye a producir pérdidas, tanto mayores acuanto 
mayor es la proporción de tales componentes en la mezcla. Además, las fases conden-
sadas no se expanden por lo que, para el mismo flujo másico, el impulso I es menor. 
18.7.2 No uniformidad del flujo a la salida de la tobera 
Cualquiera que sea la forma de la salida de la tobera, particularmente en las toberas 
circulares axisimétricas, la distribución de velocidad no es uniforme. En el caso de tobe-
ras circulares cuyo extremo divergente es un tronco de cono, figura 18.18, la teoría del 
flujo unidimensional impone una distribución uniforme de velocidad a través de un cas-
quete esférico cuya superficie proyectada ortogonalmente al eje de la tobera es el círculo 
base del cono a través del cual la teoría del flujo en tobera lo considera uniforme. 
 
Sea eA  el área del casquete de semi-ángulo α y radio R, y cA  el área de la base 







αε += =   
Como es sabido, las propiedades del flujo a la salida de una tobera circular se determi-
nan, conocidas las propiedades térmicas del fluido y sus magnitudes termodinámicas 
de remanso T0,P0 ,a partir de la relación de áreas /s gA Aε = . 
Fig. 18.18. 
Difusor cónico de 
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Habida cuenta que dicha relación para el área circular es distinta, inferior, a la del 
casquete esférico pues c eA A< , también son distintas las propiedades de los corres-
pondientes flujos. 
Ello comporta afectar los resultados de la teoría unidimensional de un factor corrector 
para ajustarlos a los valores reales. 
 
18.7.3 Capa límite. Espesor de desplazamiento e interacción capa límite-
onda de choque 
Las tensiones de cortadura sobre las paredes de una tobera debidas a la viscosidad del 
fluido retardan el flujo en una capa, la capa límite, y disminuyen la presión del fluido. 
Habitualmente, el efecto sobre el valor el empuje axial producido por la tobera es pe-
queño, a no ser que la tobera sea muy larga. Por ejemplo, para una tobera campana 
truncada, la pérdida de impulso es menor que un 1,5%. 
El espesor de desplazamiento de la capa límite δ* da lugar a un área menor disponible 
para la corriente libre. Un área efectiva menor que el área geométrica conlleva una 
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=  , cR ≡  radio de curvatura de la garganta 
Para * 0,002 gRδ <  (capa límite delgada en la garganta), P ↑ , gR ↓ , incluso si 
Re 20÷ . 
Las interacciones capa límite-onda de choque pueden conducir a inestabilidad y sepa-
ración del flujo: separación de la capa límite inducida por la onda de choque lo que 
permite propagación de la presión ambiente a través de la capa límite subsónica.  
Por otra parte, puede mejorar el coeficiente de empuje de las toberas campana sobre-
expandidas al incrementar la presión sobre las paredes de la tobera (ver figura 18.19). 
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18.7.4 Inadecuada relación de áreas cámara de combustión/garganta de 
tobera 
Un Parámetro importante de los motores de propulsión a chorro es la relación de área 
de su cámara de combustión /cc cc gA Aε ≡  
Si 3 4ccε < − , entonces el número de Mach en la cámara de combustión es demasiado 
alto y puede resultar en una pérdida significativa de la presión de remanso (flujo de 
Rayleigh). Por ejemplo, para un gas de 1,2 γ = y número de Mach 0,5, la pérdida de 









Menor presión de remanso significa menor impulso y menos flujo másico 
18.7.5 Pérdida de calor y erosión 
La pérdida de calor procedente de la tobera significa menor entalpía disponible para 
convertirla en energía cinética lo que se traduce en disminución de la velocidad del 
fluido en el chorro y de su impulso. 
Las elevadas temperaturas del gas y sus efectos químicos corrosivos son causa de ero-
sión de las paredes de la tobera, en particular cerca de su garganta donde puede ser lo 
suficientemente importante como para dar lugar a incremento del flujo másico y dis-




empuje en función de 
la relación de presión 
cámara/ambiente 
[HP92] 
18.7.6 Efectos de gas real, etc. 
Estos efectos se explican en el apartado que trata del coeficiente de caudal. 
(Ver [ZH76]) (Ver ref. 8) 
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18.8 Flujo másico real de una tobera 









δ γ∗= (18.44) 
donde el coeficiente ( )δ γ  se puede calcular explícitamente para un gas calórica-
mente perfecto, en función de γ  (ecuación 18.39). 
En realidad, la ecuación 18.41 requiere un factor de corrección que tenga en cuenta no 
sólo la curvatura del perfil de la garganta de la tobera sino también fundamentalmente 
el efecto de desplazamiento de la capa límite. A tal fin, se introduce el coeficiente de 
caudal que aplicado al flujo másico teórico anterior da el real: 
D tm C m=  (18.45) 
El coeficiente de caudal, CD, en general de valor próximo a la unidad, se puede escribir 
en la forma: 
. . .D Dk D Dv DC C C C Cδ γ=
donde DkC  representa el efecto de curvatura de la garganta, DC δ  representa el 
efecto de desplazamiento de la capa límite, DvC  representa la influencia del efecto 
de virial y DC γ  representa el efecto de temperaturas elevadas sobre las propiedades 
del gas 
Habida cuenta que cada uno de estos factores tiene un valor próximo de la unidad, cabe 
admitir que puede ser evaluado independientemente de los otros. 
18.8.1 Efecto de la curvatura del perfil en la garganta 
Como está comprobado, la línea sónica no es normal al eje de la tobera, lo que per mite 
suponer que el flujo másico real debe depender del radio de curvatura relativo /R h  




m uydyπρ= ∫ (18.46) 
integral cuyos límites son la pared, p , y el eje e. Resulta pues que el cálculo del flujo 
másico requiere conocer el campo de velocidades y la densidad ρ del fluido en la 
garganta 
En el caso que la curvatura relativa h/R sea pequeña (<0,5) puede evaluarse ( ),u x y  
y ( , )x yρ  se deduce de ( , )M x y . Para 1,4γ =  los cálculos aportan los resultados 
representados en la figura 18.20, en la que se han trazado las curvas representativas de 
Dkc  en función de ( / )gd R  tomando como parámetro Re( )d  y bajo las condiciones 
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de pared adiabática, tobera de revolución con garganta de pequeña curvatura y gas 
perfecto. Por ello, las curvas están limitadas a la abscisa ( / ) 1gd R = . 
En dicha figura, Re( )d = ∞  indica que se trata de un flujo no viscoso, Si bien las 
curvas se han establecido para 1,4γ =  , los valores de Dkc  son utilizables para otros 
valores de γ  pues los cálculos muestran que para ( / ) 1gd R = , por ejemplo, el error 
para 1,2γ =  es despreciable. 
 
 
A partir de valores de ( / )gd R  mayores que 0,6, la influencia de la curvatura de la 
pared en la garganta gR impone correcciones del flujo másico dado por la teoría uni-
dimensional del orden de 0,2 a 0,5 %. 
En el caso de toberas con convergencia troncocónica terminadas por un perfil de fuerte 
curvatura hacia dentro, dejan de ser validos los resultados derivados de la teoría uni-
dimensional. La figura 18.21 muestra los resultados experimentales obtenidos en Mo-
dane (ONERA). En el caso límite de tobera puramente troncocónica, R/h =0, se 
constatan desviaciones muy importantes respecto de los resultados de la teoría unidi-
mensional. 
Fig. 18.20. 
Coeficiente de caudal de 
toberas de revolución con 
pequeña curvatura en la 
garganta, pared adiabá-
tica y gas perfecto.  
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Para 20ºθ = ,por ej. , 0,964DC ∞ =  
La figura 18.22 generaliza los resultados en el caso en que la tobera comporta una 
garganta poco redondeada. La figura 18.23 muestra la influencia del número de Mach 
a la entrada de la convergencia sobre el coeficiente de caudal: si el número de Mach 
deviene demasiado elevado (mayor que 0.4 en el caso examinado, 20ºθ = ), el coe-
ficiente de caudal se aproxima al dado por la teoría unidimensional. 
 
Todos estos resultados subrayan la importancia de los métodos basados en cálculo nu-
mérico para la evaluación precisa, en cada caso, de DC ∞ . 
Si el contorno de la tobera cerca de la garganta es un arco circular, entonces la línea 
sónica es curvilínea y el coeficiente de caudal es menor que la unidad lo que se debe a 
que la no uniformidad del campo de flujo aumenta a medida que disminuye *2 /R R r=  
Si la parte transónica tiene semejante forma, entonces el coeficiente de caudal depende 
principalmente de 2R  y solo muy poco de θ0 y γ.  
La dependencia de DC  respecto de θ0 es evidente únicamente si 2R  es pequeño, 
menor que 0,5 (ver figura 18.24).  
En una tobera convergente con un punto esquina en la garganta, la línea sónica tiene 
un punto de inflexión con la consiguiente no uniformidad del flujo que puede ser sus-
tancial y aumentar a medida que lo hace el ángulo 0θ . 
 
Figura 22. Coefi-
ciente de caudal 
de toberas con  
convergencia 














Efecto del número 
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Los datos de coeficiente de caudal representados en la figura 18.24 se refieren al caso 
de tobera bloqueada plana 0ν =  y axisimétrica 1ν = , cuando no es así, los datos ya 
no son válidos. 
Si el número de Reynolds característico 
 ( )* 10 0 0maxRe W rρ η−=   
es pequeño y la capa viscosa ocupa una parte considerable de la sección transversal de 
la tobera, entonces el cambio de valor del coeficiente de caudal debido al cambio del 
número de Reynolds puede ser significativo. Según Rothe9, el valor del coeficiente de 
caudal pasa de 0,6 a 0,9 con el cambio de valor del número de Reynolds de 100 a 1000 
18.8.2 Efectos de desplazamiento 
La presencia de la capa límite produce un efecto de desplazamiento sobre el flujo no 
viscoso, de manera que todo ocurre desde el punto de vista del flujo másico como si la 
altura de la garganta h= dg/2 fuera reducida por el espesor de la capa límite en ella, .δ ∗









= − = −


 y, por consi-
guiente, el coeficiente de caudal deviene: 
 1 4 .gD DK DK D
g
C C C C
d δ
δ ∗ 
= − = 
  







= −  
 
  
El factor DKC tiene en cuenta únicamente los efectos de curvatura, y DC δ  traduce 
los efectos de viscosidad. En principio, δ ∗  debe ser calculado por integración de la 
ecuación de Karman a partir de las condiciones iniciales 0δ ∗∗ , en principio difíciles de 
precisar en la práctica. 
Fig. 18.24. 
Coeficiente de cau-
dal en función de θ 
y de 2R  
[PR85]  
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δ ∗ −  =   
 
 donde F1 es una función universal para una familia de toberas 
dada y condiciones térmicas ( ) ( )0/ /p gT T f x d  dadas. 
De hecho, en una pared adiabática, Tp=Tf , el valor de δ ∗  en la garganta ( gδ ∗ ) no 
depende prácticamente más que del gradiente de presión en la región sónica, es decir 
del parámetro /g gd R , y es poco sensible tanto a 0δ ∗∗  como a la longitud de la con-
vergencia. En estas condiciones F1,g se puede expresar en función de / 2g g gd R h R=
De esta manera, el coeficiente de caudal adopta la forma: 
 
1/
0 1 1 4. .
G
D g gC Re Fδ
−= −  (18.47) 
La figura 18.25 da los valores del coeficiente de viscosidad 0µ  para diversas especies 
químicas que son necesarios para el cálculo de ,0Reg . 
Los resultados se muestran en la tabla 18.1 
 










−  0,089 0,068 0,056 0,050 0,042 0,037 0,034 
 
A la vista de la figura 18.20 se constata que para toberas de paredes en la garganta casi 
adiabáticas, continuas, el coeficiente de caudal es máximo para valores de ( )gd R  del 
orden de 0,3 a 0,4, lo que lleva a elegir tal valor para una tobera patrón. 
Habida cuenta que los valores usuales de Reg,0 se sitúan entre 10 6 y 10 7 a escala real, 
el efecto de la viscosidad sobre el caudal se traducirá como mínimo por una reducción 
del orden de 0,5%.  
Pirumov y Roslyakov[PR85] proponen para el cálculo del cambio del coeficiente de cau-
dal en términos del espesor de desplazamiento *δ  y del espesor de cantidad de movi-
miento **δ  de la capa límite, la siguiente expresión 
Tabla 18.1  
Fig. 18.25. 
Variación de la vis-
cosidad de varios 
gases de combustión 
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( ) 1** *2  DC r Hδ
−
∆ = , * **/H δ δ=   
Para una capa límite turbulenta en una superficie lisa, H se define mediante la expresión 
( ) ( )2 2 29 1 7 1 1 1 51 1 1 17 2 9 2 2 3 9w w w wH T M M T M T T
γ γ γ  − −  −     = + + − − + + +                
18.8.3 Efectos de virial 
En condiciones de presiones de remanso muy elevadas (del orden de 10 bar o superio-
res) y temperaturas (del orden de 50ºC) el aire deja de comportarse como gas perfecto. 
Por ello, la ecuación de estado que debe aplicarse es: ( ), .P Z P RTρ ρ=   
El estudio de la expansión debe efectuarse entonces teniendo en cuenta los coeficientes 
de virial que intervienen en el desarrollo del coeficiente de compresibilidad Z en fun-
ción de ρ   
Los cálculos efectuados por Masure10, cuyos resultados se muestran en la figura 18.26, 
evidencian que el efecto de virial está lejos de ser despreciable. Si, por ejemplo, se 
ensaya una tobera en las condiciones P0 = 20 bar, T0 = 300 K, se ve que la influencia 
sobre CD es 0,008DC∆ = +   
A temperaturas elevadas y presiones moderadas, estos efectos desaparecen. Sólo 
cuando las medidas de DC  se llevan a cabo en un banco de ensayo en las condiciones 
habituales del aire comprimido (T0 <100 ºC) es importante corregirlos para tener en 
cuenta los efectos de virial. 
El conjunto de resultados numéricos representados en la figura 18.26 está bien ajustado 













Efecto de virial 
sobre el cálculo 
del caudal de aire 
de una tobera 
[Car71] 
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18.8.4 Efectos de gas real sobre el coeficiente de caudal 
La fórmula (18.44) sólo se aplica si el gas que se expansiona es calóricamente perfecto. 
Un error de un 1% en  entraña un error del mismo orden sobre; por consiguiente, 
sobre el caudal. El cálculo preciso exige conocer γ con una precisión de 0,001. 
Si el gas es térmicamente perfecto, es decir si, puede ser suficiente tomar para el 
cálculo del caudal por la fórmula 18.38 el valor medio.
 
18.8.5 Efecto de disminución de la contrapresión sobre el flujo descar-
gado por una tobera convergente con presión de entrada constante 
Sea la tobera convergente representada en la figura 18.27 Cuando la contrapresión es 
igual o bien menor que la presión crítica, la tobera descarga el máximo flujo másico, el 
crítico. 
 
Ello se debe al hecho de que cualquier perturbación en el flujo después de la garganta 
de la tobera no puede propagarse corriente arriba; el flujo se comporta como si no 
hubiera ocurrido ulterior reducción de la contrapresión. 
Por otra parte, los experimentos muestran que la forma del chorro que descarga de una 
tobera convergente es diferente dependiendo de si la contrapresión es superior o infe-
rior a la presión crítica; cuando es igual o superior, el chorro sale como una corriente 
paralela cilíndrica; cuando es menor, el chorro se expansiona a medida que descarga 
de la tobera. En este caso la presión del gas en el chorro que deja la tobera es la crítica, 
mayor que la contrapresión, de suerte que la brusca disminución de presión causa la 
expansión del chorro de gas de forma explosiva (formación periódica de ondas esta-
cionarias que ondulan la superficie del chorro). 
18.8.6 Efecto del incremento de la presión de entrada en una tobera con-
vergente con contrapresión constante 
A medida que la presión de remanso de entrada 0P  supera el valor de la contrapre-
sión, el flujo es inicialmente subsónico y la presión en la sección de descarga es igual 
a la contrapresión (presión ambiente). Cuando el valor de la presión de remanso de 
entrada es tal que la presión de descarga es la crítica, todo aumento de la presión de 
entrada no tiene efecto sobre la relación de presión. Entonces, la presión del gas en la 
sección de descarga (garganta) es igual a 00,5828P . En estas condiciones, el caudal 
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18.8.7 Efectos del flujo multidimensional 
En realidad, el supuesto de flujo unidimensional considerado en los anteriores subapar-
tados es una idealización; las propiedades del flujo real no son uniformes en toda la 
sección recta normal a la dirección del vector velocidad del gas en la línea central de 
la tobera, especialmente si la pared de la tobera forma un gran ángulo con su plano 
meridional. 
Por otra parte, la cantidad de movimiento radial, hacia el interior de la corriente, debida 
a la convergencia del contorno de la tobera, causa la formación de una vena contracta  
corriente abajo de la sección de descarga, cuya área de sección recta puede llegar a ser 
considerablemente menor que el área de salida de la tobera. Como resultado de este y 
el anterior efecto, el flujo másico de la tobera es menor que el definido por el modelo 
de flujo unidimensional. El efecto de la no uniformidad del flujo sobre el flujo másico 
de la tobera se tiene en cuenta mediante un coeficiente de descarga definido por 
 , /D nu real unidimensionalC m m≡     
18.8.8 Efectos térmicos sobre las paredes 
Aquí se considera únicamente el caso de paredes refrigeradas a las que se impone una 
temperatura fT . El problema es entonces evaluar el flujo de calor en cada punto de 
la tobera a fin de poder dimensionar el sistema de refrigeración. 
Conocidos ( )T x  y las características del flujo en la frontera de la capa límite, se cal-
cula ( )** xδ  y ( )fC x . En virtud de la analogía de Reynolds, se tiene 
( ) ( ) ( )½h fC x C f Pr= . Entonces, el flujo de convección se obtiene mediante la ex-
presión ( ) ( )
˙
p h f peq u C h hρ= −  donde fh  es la entalpía de recuperación, función 
de la temperatura del fluido, y ph  la entalpía de los gases en la pared. 
Pot otra parte, el flujo de radiación de los gases calientes es 4g eTε σ  y el de radiación 
desde la pared al gas 4p pTε σ , luego el flujo de calor que recibe la pared es   
 ( ) ( ) ( )
˙
4 4
p h f p g e p peq u C h h T Tρ σ ε ε= − + −  (18.50) 
En general, los flujos de calor por radiación son despreciables hasta una temperatura 
de 2000 K y, dado ph , el producto ( )h f pC h h−  varía muy poco a lo largo de la 
tobera. Así pues, la variación del flujo está gobernada por el producto ( )euρ  cuyo 
máximo corresponde a la garganta, tanto mayor cuanto menor es su radio de curvatura. 
La figura 18.28 muestra los resultados de cálculo, por el método de Eckert, del flujo 
de calor en una tobera de turborreactor y los valores medidos por Bartz11. El método 
de Eckert consiste en considerar la capa límite de flujo compresible igual a la del flujo 
incompresible para una temperatura T media uniforme, función de  ,  p f eT T yT . 




18.9 Tipos de tobera 
Entre las muchas y diversas aplicaciones de las toberas aquella que merece particular 
atención es la que forma parte muy importante de cualquier motor de propulsión por 
chorro. Tanto en la aplicación aeronáutica como en astronáutica, su grado de perfec-
ción influye mucho en las prestaciones de aviones y de cohetes. En el caso, p. ej., de 
lanzaderas de satélites, un aumento del empuje específico significa sea una altitud or-
bital mayor, sea una mayor capacidad de carga transferida a una órbita fijada. 
El diseño de toberas mediante aproximaciones de flujo unidimensional permite calcu-
lar el impulso y el flujo másico de tobera con una precisión del orden del 5%. 
Sin embargo, por razones económicas, entre otras, se debe asegurar una precisión de 
orden de magnitud mayor: las características integrales de flujo deben ser definidas con 
un precisión de 0,1%, y las características locales con una exactitud no menor que 0,5%. 
A los efectos de lograr óptimas prestaciones de una tobera, el correcto diseño de todas 
sus partes, subsónica, transónica y supersónica (difusor) es fundamental, pero quizá 
sean las partes subsónica y transónica las más críticas. Para su análisis se las caracteriza 
por la longitud de la parte subsónica 0l , los radios de curvatura 2R  y 02R  del con-
torno cerca de la garganta en sus lados sub y supersónico respectivamente, el ángulo 
de inclinación de su parte cónica 0θ , el radio de acuerdo de las partes cónica y cilín-
drica 1R , el radio de la garganta gr  y el radio de la sección transversal inicial 0r  
fig.(ver figura 18.29). 
Fig. 18.28. 
Cálculo de la  
medida de flujo 
dentro de una  
tobera de  
turborreactor según 
B. Bartz, D. Ecker 
[Car71] 
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Por su considerable importancia, se comentan a continuación las peculiaridades geo-
métricas y de flujo de la zona de transición. 
18.9.1 Tobera con superficie de transición rectilínea 
Este tipo de tobera encuentra  su principal aplicación en túneles de viento y motores 
de propulsión por chorro, aunque en este caso no es conveniente cuando la parte sub-
sónica de la tobera es más bien larga. En estos casos, el perfilado de la parte supersó-
nica de la tobera no depende del de la parte subsónica, dado que una línea sónica recta 
es simultáneamente una característica de las familias primera y segunda (véase 
Anexo). Especificar a priori el contorno de una tobera que asegure una línea sónica 
recta es prácticamente imposible pues tanto el contorno de tobera como todas las líneas 
de corriente en la misma deben tener primera, segunda y tercera derivadas nulas. 
Para calcular la línea de transición en el caso de flujos planos y axisimétricos, es ne-
cesario y suficiente especificar en el eje de simetría una distribución de velocidad con 
una primera derivada nula en el punto sónico 
Pirmov y Roslyakov[PR85] analizan el flujo en tobera con línea sónica rectilínea por 
resolución del problema inverso con la velocidad especificada en el eje de la tobera en 
la forma 
 ( )( ) 121 1W W W Ax −∞ ∞= + − +  (18.51) 
donde W es el valor absoluto de la velocidad del gas referida a la velocidad crítica del 
sonido a*, y W∾ es el valor asintótico de la velocidad en el infinito, en la zona subsónica.  
De los resultados obtenidos se desprenden varias conclusiones, entre ellas: 
− El flujo en la región 0,2W >  y 0,02ψ >  se desvía considerablemente del cal-
culado por el método unidimensional. 
(ψ, función de corriente definida por la ecuación ( )d Wy dycos dxsenνψ ρ θ θ= −  
donde ν es igual a cero en flujos planos e igual a uno en flujos axisimétricos, y θ es 
el ángulo del vector velocidad respecto al eje x) 
− Las líneas de corriente cerca de la línea sónica son casi paralelas al aje 
− A pesar de la presencia de un gran gradiente positivo de presión en la región tran-
sónica, la capa límite no se separa. 
Fig. 18.29. 
Esquema de  
media tobera De Laval. 
AA´O y A´OC son las  
partes de  
aceleración y de endere-
zamiento del flujo,  
respectivamente 
[PR85] 
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Por otra parte, si la velocidad en el eje de simetría está especificada por la ecuación  
 ( )( ) 131 1W W W A x −∞ ∞= + − +  (18.52) 
se forma una zona local supersónica en el campo de flujo. 
18.9.2 Tobera con una superficie curvilínea de transición 
Si la derivada /dW dx  no es cero en el centro de tobera, entonces la superficie de 
transición es curvilínea y las partes subsónica y supersónica de la tobera se deben cal-
cular simultáneamente. 
Sea una tobera en la que la distribución de velocidad a lo largo de su eje de simetría 
está dada por la ecuación 
 
( )( )( )















donde W∞  , W∞  son los valores asintóticos de la velocidad del gas en el infinito en 
las regiones subsónica y supersónica, y el parámetro b es proporcional a la derivada de 
la velocidad en el centro de tobera 
La figura 18.30 muestra el flujo típico en una tobera De Laval con una superficie de 
transición curvilínea. Se observa que para 0,01Ψ >  el flujo difiere sustancialmente 
del unidimensional, tanto en la región subsónica como en la supersónica, y las dos 
líneas , sónica y θ 0= , se encuentran desplazadas corriente arriba del centro de tobera 
de tal manera que el punto sónico en el contorno se desplaza corriente arriba a partir 
de la garganta. La configuración de las líneas W cte=  está definida por la curvatura 
de las líneas de corriente y, en particular, del contorno de tobera. La inclinación de 
estas líneas cambia cerca de los puntos donde la curvatura de la línea de corriente 
cambia (puntos Ay B en la figura 18.30). 
 
Se ha encontrado que el parámetro que tiene mayor influencia sobre el flujo en la re-
gión transónica es el radio R2 (ver figura 18.29). El valor del exponente adiabático 
también tiene influencia sobre el valor del parámetro / *P P , no sobre W, del flujo en 
las regiones subsónica y supersónica. 
Fig. 18.30. 
Campo de flujo en 
una tobera con  
línea sónica curvi-
línea [PR85] 
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La dependencia de algunos parámetros de dinámica de gases respecto de R2 y γ está 
representada en la figura 18.31. 
 
La figura 18.32 muestra la forma de línea sónica para toberas con diferente valor de 
2 2 / *R R r= . 
 
Las partes subsónica y supersónica de una tobera de motor de propulsión por chorro 
se perfilan de tal manera que esté asegurada la ausencia de separación en todo el campo 
de flujo y tengan mínima pérdida total de impulso en una longitud mínima de tobera. 
A partir de los estudios realizados se concluye que siempre que 2 0,5R >  no aparecen 
zonas de deceleración y, por ello, no ocurre ninguna zona de separación en la parte 
transónica de toberas axisimétricas. 
Por otra parte, la ausencia de separación cerca del punto de acuerdo de las partes cilín-
drica y convergente en el tramo subsónico de una tobera está asegurada si 1 0R r>  y 
0 40ºθ ≤  , a pesar de la existencia de zonas locales de deceleración. 
El valor óptimo de 2R  de una tobera moderna se encuentra en el intervalo 0,8-1,2. 
(Ver [PR85] y [Ca71]) 
Fig. 18.32. 
Líneas sónicas en 
una tobera con  
diferente 2R   
 
Fig. 18.31. 
Efectos de 2R     y γ  so-
bre las  
abscisas en el eje y en el 
contorno, y  el valor de la 
velocidad *W en el con-
torno de la garganta, el  
ángulo de pared en el punto 
sónico ( )* tan *ξ θ=    
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18.10 Toberas no convencionales 
Las toberas convergentes- divergentes de perfil continuo presentan pérdidas de empuje 
considerables si funcionan sobreexpandidas. En muchos turborreactores este modo de 
funcionamiento se realiza siempre, en virtud de la relación de compresión disponible, 
al principio de la fase de aceleración para franquear el dominio transónico. Par evitarlo, 
se han investigado otras formas de tobera, entre ellas las de cuerpo central y las toberas 
ventiladas. 
Otra imposición de los turborreactores de última generación es la necesidad de poder 
adaptar la tobera a diferentes regímenes de vuelo, así como permitir la introducción 
momentánea de un recalentamiento; es decir: disponer de un cuello de salida regulable. 
La solución generalmente adoptada consiste en constituir dicho cuello mediante aletas 
articuladas. Estas permiten crear, cuando son maniobradas, una discontinuidad de per-
fil entre su borde de fuga y la entrada de la divergencia. Además, cuando se dispone 
de un flujo secundario importante, puede convenir evacuarlo en la tobera principal, 
justo corriente abajo de las aletas móviles. Entonces, la confluencia y la mezcla de los 
dos flujos en la divergencia plantea algunos problemas de principio. 
A continuación se describen someramente algunas toberas especiales. 
18.10.1 Toberas anulares 
Las toberas anulares presentan las ventajas de ser más cortas que las circulares axisi-
métricas y permitir obtener grandes empujes en condiciones operativas distintas de las 
de diseño. 
Por otra parte, modificando elementos de una tobera anular se pueden obtener varios 
tipos de toberas axisimétricas con garganta anular; por ejemplo, las denominadas “tipo 
disco” y también toberas con cuerpo central, toberas con una pared superior rectilínea, etc. 
Las toberas anulares difieren en la inclinación de la garganta, que puede ser cero, ne-
gativa o positiva (ver figuras 18.33a, 18.33b y 18.33c). Las no inclinadas se subdivi-
den, a su vez, en tres grupos: de expansión externa, interna y doble expansión. 
 
El diseño de toberas anulares que generan el máximo empuje con mínima longitud se 
basa en los mismos fundamentos del diseño de toberas circulares axisimétricas. A tí-
tulo de ejemplo, se describe someramente el método de cálculo de toberas anulares con 
doble expansión y puntos esquina (ver figura 18.34). 
Fig. 18.33 a,b y c. 
 Tres tipos de  
tobera anulares Vista 
de media tobera. Línea 
de trazos: eje de tobera 
[PR85] 




En primer lugar, para calcular el flujo de rarefacción axisimétrico se utiliza el método 
de las características (Véase el Anexo). El cálculo prosigue a lo largo de características 
de la primera familia en la región de la onda O´BO y a lo largo de las características 
de la segunda familia en la región de la onda O´AO. Cada característica termina en el 
punto donde el ángulo de inclinación del vector velocidad es cero. El cálculo da las 
coordenadas de la línea de corriente, la línea en la que θ 0=  y los parámetros de diná-
mica de gas a lo largo de las líneas. Entonces, se traza otra característica uniforme OC 
a partir del punto O que satisface, como en las anteriores, la condición de igualdad de 
flujo a través de OC y de AO. A continuación, se resuelve el problema de Goursat en 
el espacio entre las características OD,OB y OC, AO y se obtiene la familia de líneas 
de corriente, en particular los contornos superior e inferior de la tobera. 
Los cálculos exactos del flujo en toberas anulares confirma el carácter plano del flujo 
en ellas. En las regiones AOC y BOD de toberas anulares el flujo es próximo al tipo de 
Prantdl-Meyer. Las características NN´ y MM´ son casi líneas rectas de modo que los 
parámetros de dinámica de gases a lo largo de ellas solo cambian ligeramente. 
Acreditado el carácter plano del flujo en una tobera anular está permitida la aplicación 
del método aproximado de características rectilíneas por el que los parámetros de flujo 
en las características que pertenecen a ambas familias se suponen constantes mientras 
que la naturaleza axisimétrica del flujo se tiene en cuenta por medio de la ecuación del 
caudal por unidad de longitud 𝜓𝜓. En particular, las coordenadas del contorno superior 
de la tobera están definidas, p. ej. para el punto N, por 
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= +=    (18.54) 
 ( ) ( )´ ´ ´ ´NN N N N Nx r r cx otan α θ= + − +   (18.55) 



















−   (18.56) 
 ( ) ( )' ' ´ ´cotM M M M M Mx x r r g α θ= − − −    (18.57) 
En estas ecuaciones 𝜓𝜓 es el flujo de gas a través de la garganta, y ´ ´, N Mψ ψ  son los 
flujos de gas a través de los segmentos de característica AN´ y BN´, Los valores de α y 
de θ en los puntos M y N se suponen iguales a los correspondientes valores en los 
puntos M´ y N´. 
Fig. 18.34. 
Tobera anular de doble 
expansión y puntos es-
quina [PR85] 
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La especificación del número de Mach 0M  y de los radios r0 y rT facilita la determi-
nación de las coordenadas de los contornos de las toberas de los tipos b y c. El flujo se 
calcula corriente arriba de la característica AO hasta que se alcanza la velocidad sónica 
en el punto esquina. El contorno de tobera se determina como línea de corriente con 
caudal igual al que atraviesa la característica AO. 
Para determinar aproximadamente las coordenadas de un contorno se pueden utilizar 
las ecuaciones 18.54 a 18.57 suponiendo que los puntos N´ y M´ corresponden al punto 




















El valor de * NΨ −Ψ  en la ecuación 18.54 puede ser sustituido por ( ) ( )
2 2
0 0Tr r q M−  
y el valor de MΨ  en la ecuación 18.56 por ( )
2
0 0r q M , donde 
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−−  + − = −   +     (18.59) 
Ahora, variando el valor de α entre los límites 10 0arcsenMα −=  y / 2α π=  se pue-
den determinar las coordenadas del contorno y los valores de los parámetros en él. En 
la figura 18.35 se comparan los resultados obtenidos por el método exacto de las ca-










cuerpo central de 
una tobera anular 
y distribución de 
M y de θ a lo 
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Las longitudes de los contornos superior e inferior L−  y L+  de la tobera, figura 
18.36a, están definidas en función del número de Mach de estancamiento M0, que en 

























 − −   = + − −    
 (18.61) 
En las ecuaciones anteriores r0 es el radio de una sección isobárica en la que el número 
de Mach de estancamiento es M0. 
Ahora se puede calcular la relación 00 /r r  mediante la ecuación del caudal en la mitad 
superior de una tobera circular. Su valor es: 
 





2 11 1 1 1 1 1
2
r
q M q M
q Mr
    = + − − + − −       
 (18.62) 
En M0→∾ se tiene ( )00 /r r → 2  
Comparando longitudes de toberas distintas pero con idéntica área de garganta y 
mismo número de Mach M0 resulta que una tobera anular con dos puntos esquina que 
están situados en el mismo plano y que generan un flujo paralelo uniforme en la salida 
permite acortar una tobera central en comparación a una convencional axisimétrica con 
un punto esquina, al menos 2  veces. Al mismo tiempo, la longitud del contorno 
superior de una tobera anular se acorta en comparación al de una tobera convencional 
axisimétrica aproximadamente de 3 a 3,5 veces. 
Por otra parte, el desplazamiento de los puntos esquina una distancia d permite que se 
puedan obtener diferentes valores de M0 en un lugar fijado de la abertura circular. 
A partir de simples consideraciones teóricas se deduce que el máximo acortamiento de 
la longitud de una tobera anular en comparación al de una tobera axisimétrica conven-
cional se alcanza en L L+ −= . En este caso, la longitud de una tobera anular es apro-
ximadamente dos veces más corta que la correspondiente de una tobera axisimétrica  
convencional, y el radio medio de la sección crítica es dos veces menor que el radio de 
la sección de salida. 
18.10.2 Toberas de cuerpo central 
A fin de disponer del máximo empuje cualquiera que sea la presión exterior, es nece-
sario, fijada la presión de cámara, que una tobera pueda regular su relación de expan-
sión a través de la variabilidad de su relación de secciones. Como quiera que una 
variación mecánica continua de la relación /s gA A  es inviable en el caso de las tobe-
ras axisimétricas, se concibió el tipo de tobera auto-adaptable. El principio de una to-
bera auto-adaptable es recuperar el efecto propulsor de la expansión de los gases sobre 
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un cuerpo central incrustado en la tobera propiamente dicha. La auto-adaptación re-
sulta del hecho que la frontera externa del chorro se ajusta en función de la presión 
exterior Pa. El beneficio de las toberas de cuerpo central respecto a las toberas clásicas 
aparece en los regímenes de sobreexpansión. En condiciones de fuerte sobreexpansión, 
figura 18.37a, por el hecho de la adaptación de la frontera externa, el chorro es canali-
zado a través de una sección eficaz Aef variable según la presión exterior. Una tobera 
de cuerpo central funciona pues con una relación de secciones eficaz /ef gA A  que se 
adapta en función de la presión exterior. De ello resulta una expansión auto-controlada 
de los gases propulsores, lo que explica el hecho de que no hay desprendimiento del 
choro sobre el cuerpo central. 
Por razones de optimización de la relación empuje/peso (aviones, lanzaderas, etc.) el 
cuerpo central es truncado lo que da lugar a la existencia de una región de culote interna 
que es preciso analizar para estimar la contribución en términos de arrastre. Según sea 
la presión exterior o la relación de expansión, dos son los regímenes de flujo que pue-
den aparecer en la región de culote de las toberas de cuerpo central truncado. Si la 
presión exterior es relativamente alta o bien la expansión en la tobera es grande, el 
flujo corriente abajo del culote no se puede recoger sobre sí mismo, lo que crea una 
estela abierta en conexión con el exterior a la presión Pa. Si la presión exterior es baja, 
el flujo se recoge sobre sí mismo, creando una zona cerrada donde reina una presión 
Pb diferente de Pa (ver figura 18.37b). 
 
 
Herbert12 puso a punto la aplicación de este tipo de tobera a un avión supersónico. El 
principio de funcionamiento es el siguiente: 
En vuelo de crucero 
La expansión se efectúa entre un cuerpo central y un carenado externo, por ej, cilín-
drico (ver figura 18.38). El labio L del carenado se coloca de manera que la presión de 
salida del chorro sea allí justo igual a la presión P∞  del flujo externo. El punto P del 
cuerpo central está situado de tal manera que LP sea una línea de Mach de la corriente 
Fig. 18.37 a y b. 
Regímenes no 
adaptados de una 
tobera de cuerpo 
central truncado5 
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saliente. El perfil del cuerpo central puede ser calculado por el método de las caracte-
rísticas con la condición de que el chorro sea uniforme y paralelo al eje corriente abajo 
de LP. 
  
En la práctica basta con tomar un perfil cónico de ángulo θ . Si este ángulo es sufi-
cientemente pequeño, la corriente saliente es sensiblemente paralela y en estas condi-
ciones el empuje es muy próximo del de una tobera clásica adaptada.  
En régimen intermedio 
El carenado es retirado hacia atrás de manera que en el labio L la presión del chorro 
permanezca igual a la presión P∞  con lo que el chorro se acopla continuamente con 
la corriente exterior (ver figura 18.39). 
 
Las ondas de expansión salidas del cuerpo central y que encuentran la línea del chorro 
se reflejan en ondas de compresión: el chorro se curva primero hacia el eje y después 
tiende a devenir paralelo al eje al nivel de P. 
En vuelo supersónico 
En vuelo supersónico por debajo del número de Mach de adaptación el flujo de revo-
lución exterior se expansiona a partir de L, de manera que la presión media que se 
establece sobre la punta exterior del cuerpo central es inferior a P∞ ; de ello resulta 
una cierta pérdida de empuje, netamente menos considerable que en una tobera clásica. 
Las figuras 18.40 y 18.41 muestran la relación idealF F , o sea el cociente entre el 
empuje efectivo y el empuje de una tobera isentrópica adaptada, en función de la rela-
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El dimensionamiento de la tobera se realizó para una relación de presión de 20 y un 
ángulo de 15º. En la figura 18.41 se muestra a título de comparación la misma relación 
para una tobera cónica clásica ( 10º )θ = . 
Se constata que la tobera de cuerpo central es considerablemente más ventajosa que la 
tobera clásica para los valores de la relación de presiones menores que en régimen de 
adaptación. 
En vuelo subsónico esta ventaja es todavía más acentuada, ya que los valores de 
ijP P∞ son mucho menores que en vuelo supersónico. En las curvas de la figura 18.41 
se muestra que entonces la tobera de cuerpo central presenta ganancias del orden del 
10% respecto de la tobera clásica, lo que es muy considerable. 
Se ve pues que sobre bases teóricas la tobera de cuerpo central aporta una solución 
favorable a los problemas de adaptación a regímenes de vuelo variados. 
Las dificultades prácticas de este sistema provienen: 
− del montaje del cuerpo central, que impone soportes que atraviesan toda la co-
rriente arriba del cuello, lo que implica pérdidas de carga y, por lo tanto, pérdidas 
de empuje 
− del enfriamiento del cuerpo central, que impone engrandecer los soportes para que 
sirvan a manera de conductos de ventilación. Este aire de ventilación debe ser 
distribuido después en el cuerpo central y evacuado. Las pérdidas de carga de este 
circuito  secundario complicado son a la fuerza muy elevadas, por lo que el ba-
lance de propulsión de este aire secundario es desfavorable 
− de la complicación del sistema de adaptación dimensional del cuello, a cuyo fin 
se necesita ubicar en el interior o en el exterior del carenado los mecanismos de 
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18.10.3 Toberas de doble flujo, tipo Concorde 
En un avión supersónico, el empleo de un cuello ajustable por aletas móviles crea al 
nivel del mismo una discontinuidad del perfil que parece natural aprovechar para in-
yectar el aire que proviene sea de una trampa en la capa límite, sea de una derivación, 
sea de enfriamiento del motor. 
Los caudales de aire secundario son relativamente importantes (del orden de 1 a 5 %) 
que conviene reutilizar con la mínima perdida de carga. 




Toberas de doble 
flujo [Car71] 
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A priori son posibles dos modos de funcionamiento: 
a. El flujo secundario inyectado es bastante débil por lo que su velocidad se 
puede despreciar fuera de la zona de mezcla con el chorro principal. Para el 
análisis del proceso de arrastre basta adoptar una presión P′′  para el aire se-
cundario a fin de que la línea de chorro isobara que sale del borde de fuga de 
las aletas sea determinada y calculada por el método de las características. 
Esta línea encuentra la pared de la divergencia en R bajo un ángulo ψ. 
El criterio de re-adherencia aporta el coeficiente mC  y, a partir de él, el flujo 
másico de aire secundario arrastrado, mm′′ , por la zona de mezcla. 
Se puede así trazar para valores crecientes de P′′ la característica ( , mP m′′ ′′ ) de 
arrastre del aire secundario. 
b. En este caso, las velocidades del aire secundario dejan de ser despreciables 
con lo que el proceso de arrastre viscoso pierde su importancia. El método de 
cálculo consiste entonces en la determinación simultánea, paso a paso, de la 
línea de chorro, por el método de las características, y de la expansión isen-
trópica unidimensional del aire secundario entre la pared y la línea de chorro. 
(ver figura 18.43). 
A tal fin, supuestas a priori la presión generatriz 0P′′ y el flujo másico mm′′  
de aire secundario, se deduce, conocida el área de la sección atravesada por 
la corriente de aire secundaria de generatriz TT´, la presión P′′ en el punto T 
, lo que determina la expansión inicial del aire primario de presión de remanso 
dada ijP  y, en particular, la dirección inicial Tφ  de la línea de chorro en 
T. Se construye entonces aproximadamente el triángulo característico 0TQ N  
y la condición característica ( ) 0QNkη  da una relación entre 0Qφ y 0QP . La pre-
sión ´́QoP , impuesta por la corriente de aire secundario, determina la distancia 
0 0Q Q′  del chorro a la pared en cuyo extremo se deduce 0Qφ lo que permite 
mejorar la posición de 0Q . Este cálculo se repite hasta que se alcanza la con-
vergencia. Hecho esto, se construye por el método general la característica 
0Q
ξ  que sale de 0Q  y se repite el proceso para encontrar un nuevo punto 
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Este proceso se prosigue hasta la sección *A′′ , donde el aire secundario alcanza la ve-
locidad sónica. Simultáneamente, es necesario que el ángulo φ  de la línea del chorro 
sea el de la pared. En general no es esto así, lo que significa que los valores de 0P′′ ,
mm′′  elegidos a priori son incompatibles. 
Dos son los casos posibles. En el primer caso, el valor de 0P′′  ha sido elegido demasiado 
pequeño y la expansión inicial supuesta ha resultado excesiva para el valor dado de mm′′  
En el segundo, om′′  ha sido elegido demasiado grande. 
Se puede proseguir el cálculo más allá de *A′′ , donde el flujo secundario ha devenido 
supersónico, hasta la salida de la tobera. 
En estos cálculos se ha despreciado por completo la viscosidad. Para tener en cuenta 
sus efectos, se ha de evaluar el espesor de desplazamiento de la capa límite de la co-
rriente de aire secundario en contacto con la pared y sobre la línea de mezcla, y tener 
en cuenta de todo ello por un desplazamiento *cδ  de la pared. El valor de dicho des-
plazamiento obtenido en *A′′  se utiliza para corregir el flujo másico mm′′  de aire se-
cundario, calculado sin efectos de viscosidad, asociado a la presión  
18.10.4 Toberas ventiladas 
El procedimiento consiste simplemente en habilitar al nivel de la garganta de la tobera, 
sobre el carenado exterior, puertas libremente articuladas hacia el interior (ver figuras 
18.44a y 18.44b). En vuelo de crucero, la presión interna del aire secundario P′′  es 




A partir del momento que disminuye la presión como consecuencia de la sobreexpansión 
- lo que ocurre a baja velocidad - las puertas se abren y el aire exterior se engolfa en la 
divergencia, lo que obliga al desprendimiento del chorro, evitando la sobreexpansión. 
Se puede acentuar el efecto de soplado virando ligeramente hacia el interior las aletas 
de borde de fuga de la divergencia, lo que, a baja velocidad, aumenta la presión externa 
sobre la aleta. 
Fig. 18.44 a y b. 
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18.10.5 Toberas disimétricas para estatorreactores hipersónicos  
La tobera de un estatorreactor para vuelo hipersónico está caracterizada por una sec-
ción de salida de dimensión muy grande que conviene integrar correctamente en el 
conjunto de la sección central del avión. 
El lugar natural del motor bajo el íntrados nos lleva a pensar en la disposición general 




La tobera desemboca en E′  sobre el extrados del ala y en E sobre el intrados por lo que 
la presión externa local será normalmente mucho más elevada en E que en E′ . La adap-
tación  conducirá pues a una tobera disimétrica más corta del lado del intrados. 
Si el cono de Mach de E ocurre bastante corriente abajo de E′ , los pequeños movi-
mientos de cabeceo de la tobera no tienen efecto sobre el empuje interno. 
En caso contrario, las variaciones de presión externa en E, crearán ondas de compre-
sión y de expansión cuya reflexión sobre la pared superior corriente arriba de E′  pro-




El cálculo de estas toberas por el método de las características no presenta dificultades 
particulares si es de tipo bidimensional o axisimétrica.  
Tanto en un caso como en el otro se la puede deducir de una tobera normal por simple 
truncamiento. 
Según el tipo de truncamiento, el empuje puede tomar direcciones muy variadas13 (ver 
figura 18.47). 
Fig. 18.45. 
Fig. 18.46 a y b. 




18.11 Empuje de tobera 
18.11.1 Empuje unidimensional intrínseco 
Considérese un flujo, supuesto unidimensional y estacionario, por una canalización en 
la dirección x (ver figura 18.48). Suponiendo despreciables las fuerzas de gravedad y 
las viscosas, las únicas fuerzas que actúan sobre la masa de fluido contenida en un 
volumen de control elemental son las de presión y la de inercia, esta última dada por 
la expresión general: .F m a=

  
La condición de equilibrio se expresa:  
 [ ]dF PA p A dP A A dx xρ α+ − ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅  (18.63) 
donde dF representa la fuerza axial ejercida por las paredes del conducto sobre el fluido 
y xα es la aceleración del fluido en la dirección x. 
Habida cuenta que  dV dVVx dt dx
α = =  resulta ( )dF AVdV d PAρ= +  y como 
quiera que m AVρ= , se obtiene: 




Influencia de la abertura 
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En la ecuación 18.64, ( )21xF  representa la proyección sobre la dirección x del empuje 
de las paredes sobre el flujo entre las secciones 1 y 2 del conducto; es pues también el 
empuje de la corriente sobre las paredes, considerado positivo en la dirección opuesta 
a la del movimiento del fluido. 
Las magnitudes entre paréntesis en la ec. 18.63 se pueden escribir así: 
 ( )2 .A P V A Iρ+ =   
donde la magnitud I recibe el nombre de impulsión. 
Se concluye pues que el empuje de una corriente unidimensional estacionaria sobre un 
elemento de conducto de eje rectilíneo es igual y opuesto a la diferencia de flujo de 
impulsión saliente y entrante.  
La fórmula 18.63 es válida incluso si hay rozamiento parietal, en virtud de como ha 
sido definido dF. 
Otras expresiones de impulsión y empuje son las siguientes: 
Impulsión           ( )21I P Mγ= +      (18.65) 
Flujo de impulsión   ( )20
0







Función de empuje   ( ) ( ) ( )( )
21M M M Mϕ ϖ γ= ⋅ +∑  (18.67) 
La función de empuje, que depende del valor de γ , sólo es aplicable con todo rigor a 
gases caloríficamente perfectos. La figura 18.49 muestra el valor de Φ en función de 
la relación de presión 0 /P P  para varios valores de γ . 
 
Por otra parte cuando M aumenta indefinidamente, Φ  tiene un límite definido por  
lim limF mV=  ; o sea:  
 ( )0 0 lim
0p
P A P A V
c T
δ γ• •
∞Φ =  (18.68) 
Fig. 18.49. 
Función de em-
puje vs P0/P 
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Luego ( ) 2δ γ∞Φ =  
Algunos valores de Ф∾ en función de γ son los siguientes; 
γ   1,25 1,30 1,35 1,40 
∞Φ   2,0808 1,9644 1,878 1,8117 
 
En principio, tanto el aire tomado por la tobera como los gases de combustión (en el 
caso de toberas para motor de propulsión a chorro) a la salida de la misma se pueden 
considerar como gases calorícamente perfectos; por lo tanto, la ecuación 18.63 se 
puede escribir en la forma: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 0 0 1 11, ,s ssF P A M P A Mγ γ∗ ∗= Φ − Φ  (18.69) 
En la ecuación 18.69, el primer término del segundo miembro representa la resistencia 
de captación, y el segundo término del mismo miembro es denominado impropiamente 
empuje de tobera. 
El empuje definido recibe el nombre de empuje intrínseco o empuje que resulta de la 
única acción del flujo interno sobre las paredes de la tobera cualquiera que sean las 
condiciones exteriores siempre que no tengan influencia sobre el flujo: caso, p. ej., de 
una tobera supersónica que descarga en un ambiente a presión muy baja. 
18.11.2 Empuje convencional 
Cuando se haya de tener en cuenta el efecto de la presión Pa del ambiente en que 
descarga es necesario definir el empuje convencional a la presión Pa, que se expresa 
así: 
 ( )s s a s sF A P P m V= − +   (18.70) 
donde el subíndice s denota condiciones en la sección de descarga de la tobera. 
Si la tobera está adaptada, es decir: Ps = Pa , entonces 
 ad s sF m V=   (18.71) 
Esta última magnitud recibe el nombre de empuje convencional adaptado a la presión 
Pa. 
18.11.3 Eficacia y coeficiente de empuje intrínseco 
La eficacia de empuje intrínseco se define como la relación del empuje intrínseco efec-
tivo al empuje intrínseco de una tobera ideal (es decir, perfectamente isotrópica) de 
idéntica relación de expansión y mismo flujo másico; o sea: 








C P A M
η •= Φ
 (18.72) 
El coeficiente de empuje intrínseco se define como la relación del empuje intrínseco al 







=  (18.73) 







η =  (18.74) 
 






=    (18.75) 
En todas las fórmulas anteriores CD denota el coeficiente de derrame, o de caudal, de 
la tobera Todos estos coeficientes sin dimensiones son sumamente útiles a los efectos 
de comparación de toberas. 
Para la correlación de capacidad de las toberas propulsoras, tanto de los motores que 
respiran aire como de los motores cohete, se utilizan habitualmente dos criterios: el 
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donde P0 es la presión de estancamiento de la tobera, Ps en la sección de descarga y 
Pa la presión ambiente, o contrapresión. 
Como quiera que las toberas De Laval se utilizan habitualmente para obtener flujo 
bloqueado, es conveniente expresar CF en términos de la velocidad de escape en ex-
pansión isentrópica y del flujo másico máximo 
˙
*m . Resulta: 
 
( ) ( ) ( )
½












−+ −          = − + −     + −          
 (18.77) 
Para un gas dado, la relación de expansión 0/e sr P P=  depende únicamente de la re-
lación de áreas /e s gA Aε = ; por ello, el coeficiente de empuje de tobera depende solo 
de la relación de calores específicos γ, de la relación de presión 0/aP P  y de la rela-
ción de áreas eε . 
La figura 18.50 presenta CF en función de εe para gases de γ 1,2= . 
 
Es evidente que, para un valor dado de 0/aP P , hay una relación de áreas única εe que 
produce el empuje máximo; pero si el valor de dicha relación supera al óptimo, la 
presión de salida Ps deviene menor que la contrapresión Pa por lo que eventualmente 
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se produce separación del flujo en la divergencia de la tobera y la ecuación 18.77 deja 
de ser válida. 
 
 
18.11.4 Límites de aplicación de la teoría unidimensional y de la hipótesis 
de fluido calorícamente perfecto 
La teoría unidimensional y la hipótesis de fluido calóricamente perfecto simplifican 
mucho los cálculos, lo cual incita a aplicarlos siempre en primera aproximación. Sin 
embargo, en una tobera de perfil dado, generalmente establecido en función de condi-




empuje en función 
de la relación de 
áreas 
[ZH76] 
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Varias son las causas por las que las prestaciones reales de las toberas difieren de las 
calculadas bajo los supuestos a los que antes se ha hecho referencia; en particular: la 
curvatura del perfil en la garganta de la tobera; la viscosidad del fluido y la capa límite 
asociada; la naturaleza del fluido en tanto que gas real, etc. Así, como se verá más 
adelante, el cálculo preciso del flujo másico y del empuje de una tobera requerirá la 
aplicación del método de las características teniendo en cuenta los efectos de la capa 
límite. 
18.12 Cálculo del empuje real de tobera 
Las condiciones de funcionamiento de una tobera en la práctica difieren sustancial-
mente de las consideradas por el modelo unidimensonal de fluido calóricamente per-
fecto no viscoso que se ha utilizado en el análisis anterior del empuje de tobera. Por 
consiguiente, aquellos resultados se han de entender como una aproximación. El 
cálculo el empuje real de tobera requiere tener en cuenta los siguientes efectos: 
− No uniformidad de la distribución de velocidad en la sección de descarga de la 
tobera 
− Fluido viscoso en capa límite 
− Gas real 
− Flujo de calor 
Como quiera que los efectos de no uniformidad del flujo en la sección de descarga de 
la tobera y del flujo de calor en ella ya se han expuesto en otros apartados de este 
capítulo, aquí se analiza con más detalle los efectos de viscosidad y de gas real. 
 
18.12.1 Influencia de la viscosidad 
La viscosidad del fluido es causa de la formación de una capa límite en la pared de la 
tobera, de espesor δ, en la que la velocidad del fluido no es uniforme. En la figura 
18.51 se muestra dicha capa en el extremo de salida de una tobera. 
Supuesto que el flujo fuera de la capa límite es unidimensional, cabe desarrollar un mé-
todo para el cálculo el empuje real de tobera a partir del flujo unidimensional determi-
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Para el cálculo de la impulsión se toma como contorno de integración la superficie de 
revolución engendrada por la línea de Mach FG y la porción GE de normal a la pared 
representativa del espesor de la capa límite allí. 
A lo largo de la superficie de revolución de generatriz FGE, el valor de las fuerzas de 
presión es: 




F yPsen d y P cosπ α β η π δ θ= + +∫   
A lo largo de la misma superficie de revolución, el término de fuerza que resulta del 
balance de flujo de cantidad de movimiento axial es: 
 ( )2 2 * **2 2 2
G
cm s s E E s s
F
F y aVcos d u y cos y u cosπ ρ ϕ η ρ π δ θ π ρ θ δ δ= + − +∫   
donde a es la velocidad del sonido, normal a la línea de Mach 
En definitiva, la fuerza total es: 
 { }( ) ( )22 2
G
p cm E s s s
F
F F F y aVcos Psen d y cos P uπ ρ ϕ α ϕ η π δ θ ρ
 
= + = + + + + − 
 
∫  
                ( )
2 * **2 E s sy u cosπ ρ θ δ δ+  (18.78) 
El término entre corchetes corresponde al empuje desarrollado por el fluido perfecto 
corregidos los efectos de desplazamiento y extrapolado hasta la pared, y el término 
sustractivo tiene en cuenta la capa límite. 
18.12.2 Cálculo del empuje por el modelo de flujo unidimensional con 
capa límite 
Se parte del supuesto de que en cada sección A del flujo los valores de las variables 
fuera de la capa límite son uniformes. El área de la sección recta que se ha de considerar 
para el cálculo del flujo no viscoso corregido es ´ *2E E EA A yπ δ= −  
Considerado perfecto el fluido, el número de Mach ´EM  corregido del efecto de des-
plazamiento en la sección considerada, está dado por ( )´ ´ */E E DM A C A∑ =  y la presión 
corregida por ( )´ ´0E EP P Mϖ= . En el caso de un gas real, ( ),́ ,́ ´P Mρ  son determina-
das a partir del diagrama de Mollier y de la relación *´ /E DA C A  
Aplicando el método de cálculo clásico, el empuje corregido resulta 
 
**
´ ´ ´ 1E E E
E
F P A mV
y
δ 
= + − 
 
  (18.79) 
Comparando este resultado con el ideal, resulta  









= −   (18.80) 
En el caso particular de una tobera cónica de semiángulo θ resulta: 
 ( ) ( )2 *01 12 2s s s s D s
cos cosF A P V P C A Ф Mθ θρ+ += + =  (18.81) 
donde s EM M≅  , calculado este último por la teoría unidimensional en la sección 
de descarga EE. 
Así pues, el empuje de una tobera cónica es igual al empuje calculado por la teoría 
unidimensional multiplicado por un coeficiente de divergencia. El efecto de esta di-
vergencia se traduce por una pérdida de empuje no despreciable a partir de θ=5º. 
El cálculo exacto del empuje de una tobera por el método de las características permite 
calcular el error que corresponde a la aplicación de la ecuación ( )2s s s sF A P Vρ= +
en función de θ y de */E DA C A   
La figura 18.52 muestra la comparación de resultados de cálculo, aproximado y exacto, 
del empuje de una tobera cónica considerando el fluido perfecto. 
 
 
Se ha de tener también en cuenta la corrección que impone la viscosidad del fluido. 





F F mV cos
y
δ
θ− = −   (18.82) 
Introduciendo el parámetro de alargamiento ( ) ( )/ / / 2gL cos dξ θ= , donde L es la lon-
gitud del difusor de la tobera y dg el diámetro de su garganta, se puede encontrar la 










c o ERe f Mξ
=   
Fig. 18.52. 
Empuje de una 
tobera cónica. Com-
paración 
entre cálculo exacto y 
aproximado 
[Car71] 
Gases ideales, gases perfectos y gases reales 
581 
Como en la práctica Rec,o es del orden de 106 y 𝜉𝜉 es del orden de algunas unidades 
(caso de un turborreactor), resulta /F Fϑ  del orden de 0,5 a 1% 
18.12.3 Influencia de la naturaleza y estado del gas: Gases reales en 
equilibrio 
En el Capítulo 1 se expuso cómo varía el valor de γ con el estado termodinámico del 
gas: presión y temperatura. La variación puede ser significativa, en el sentido de que 
deban ser revisados los cálculos de empuje efectuados a partir de la hipótesis de γ 
constante. 
A título de ejemplo, el valor del error que se comete /F F∆  si las condiciones opera-
tivas son 1500 K y relación de presión 0 / sP P  de 10 es 0,316%, mientras que a 2500 
K y una relación de presión de 600, el valor llega a ser del 1,235% 
Hasta 2000 K los resultados son independientes del nivel de presión, pues no intervie-
nen las disociaciones del gas; sin embargo, por encima de dicha temperatura es nece-
sario tener en cuenta la relación de presiones pues la tasa de disociación depende 
también de ella. 
-+19 
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Aplicación del método de 
características al proyecto y al 
análisis del flujo en toberas 
19.1 Introducción 
En este apartado, se presentan los conocimientos básicos elementales que se requieren 
para iniciarse en el proyecto de toberas axisimétricas y en el análisis del flujo supersónico 
isoentrópico bidimensional en ellas mediante el método de las características. 
Cuatro son los temas que se abordan: 
1) El método de Sauer para el proyecto de la garganta de una tobera como fase previa
esencial para la aplicación del método de las características al proyecto y al análisis
de toberas.
2) El análisis del flujo en una tobera dada.
3) El cálculo de un perfil de tobera que asegure una distribución de presión determinada.
4) Un ejemplo de aplicación del método de Sauer1 a la determinación de la línea sónica
y la línea de 0v =  en la garganta de una tobera axisimétrica.
19.2 El método de Sauer para la determinación del campo de flujo 
en la región de la garganta de una tobera convergente-diver-
gente bloqueada 
La determinación del patrón de flujo en la región de la garganta de una tobera conver-
gente-divergente bidimensional en estado de bloqueo se puede llevar a cabo aplicando 
las técnicas de pequeñas perturbaciones a las ecuaciones que gobiernan el flujo en ella. 
Una de las principales causas de error en la determinación de las propiedades del campo 
de flujo en la parte divergente de la tobera se puede atribuir a la aproximación adoptada 
para determinar las propiedades del campo de flujo en la garganta de la misma. La figura 
19.1 ilustra esquemáticamente la geometría de la región de la garganta. 
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De los varios métodos que se han propuesto para analizar el campo de flujo en la región 
de la garganta, el desarrollado por Sauer es el más simple, aunque no el más preciso; no 
obstante, para toberas con garganta de gran radio de curvatura, el método de Sauer da 
resultados razonablemente precisos. 
Como se observa en la figura 19.1, la línea sónica se inicia en un punto del contorno de 
la tobera que se encuentra ligeramente corriente arriba de la sección de la garganta. Esta 
línea cruza el eje de la tobera en un punto O, que se encuentra a la distancia ε de la 
sección mínima de la garganta. Este punto es el origen del sistema de coordenadas que 
utiliza Sauer en su análisis. 
El análisis de Sauer lleva a la determinación de esta distancia, que es fundamental para 
identificar la línea de 0v =  como lugar geométrico de las condiciones iniciales para la 
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El análisis del flujo axisimétrico irrotacional en la garganta de la tobera parte de la ecua-
ción de perturbación: 




 ( )2 1v v u uM




+ + = +  ∂ ∂ 
 (19.1) 
Después de varias transformaciones, se obtienen las siguientes velocidades de perturba-
ción para una distribución de velocidad de perturbación axial lineal: 









= +  (19.2) 
 ( ) ( ) ( )
22
3 31 1´ ,
2 16




= +  (19.3) 
donde α es una constante denominada coeficiente de la velocidad de perturbación axial 
adimensional lineal. 
La curva crítica en que M = 1 se establece imponiendo u´ igual a cero en la ecuación 







= −   (19.4) 
Ahora falta encontrar la localización del origen del sistema de coordenadas relativo a la 
garganta de la tobera. Su valor a lo largo del eje x se obtiene con la condición v´ 0=  para 






= −  (19.5) 
19.2.1 Determinación del contorno de la tobera 
En principio, la condición de contorno determina el perfil de pared requerido para gene-
rar el campo de flujo especificado por las ecuaciones 19.2 y 19.3. 
La figura 19.3 ilustra el modelo geométrico empleado para determinar la curvatura k de 
la pared de la tobera allí donde la sección transversal es mínima, eso es, en la garganta. 














τ   = = =   
  
 (19.6) 
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     =     
     
, pues la otra derivada es nula, y admitiendo 





   =   
   
 (19.7) 
Sustituyendo esta ecuación en la ecuación 19.6, se obtiene:  











  ∂∂   
Y, sustituyendo en esta ecuación el valor de ( ), /v x y xg′∂ ∂  obtenido por derivación de 
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Las ecuaciones 19.2, 19.3 y 19.10, junto con la condición ´ 0 u = , determinan el campo 
de velocidad de perturbación cerca de la línea sónica de una tobera. La relación entre 
,  y u v , y sus correspondientes velocidades de perturbación adimensionales es:  
 ( ) ( )*, 1 ´      u x y a u= + ; ( ) *, ´v x y a v=   (19.11) 
19.2.2 Inicio de la aplicación del método de las características a partir de la 
línea de valor inicial 0=v  
Las componentes de velocidad , u v  pueden determinarse a lo largo de la línea 0v =  en 
cualquier punto de las coordenadas x, y. Puesto que el flujo es isoentrópico, la velocidad 









=  + 
). Conocidos 
( )½2 2V u v= +  y a, se calcula M. A partir de M y de los valores de las propiedades 
termodinámicas de remanso P0, T0, ρ0, se calculan, o se leen en las tablas de flujo isoen-
trópico, las propiedades termodinámicas estáticas del fluido T, P, ρ; en consecuencia, se 
obtiene el conjunto de valores iniciales del problema para determinar el campo de flujo 
supersónico en la divergencia de la tobera aplicando el método de las características. 
El flujo másico se obtiene integrando, a través de la línea generada en la región de la 








ym uydy C uyπ ρ π ρ
=
∆ = ≅  
 ∑∫  (regla de Simpson) (19.12) 
19.3 Procedimiento de aplicación del método de las características a 
las toberas 
En este apartado, se expone el procedimiento de aplicación del método de las caracterís-
ticas a la resolución de dos problemas típicos de toberas: 
1) Cálculo del flujo en la divergencia de una tobera de forma conocida 
2) Cálculo del perfil de la parte divergente de una tobera para que se satisfaga una dis-
tribución de presión dada 
 
19.3.1 Cálculo del flujo en la divergencia de una tobera de forma conocida 
Sea C el contorno de la parte divergente de una tobera cuyas propiedades termodinámicas 
de remanso, P0, T0, ρ0, son conocidas. Sea ( )0 ,L x y  una línea elegida corriente abajo de 
la línea de Mach 𝜉𝜉0 y que sale el punto sónico sobre el eje (v. figura 19.4). 
El procedimiento de aplicación del método de las características adoptado por Carriere 
con la nomenclatura de Lipmann-Roshko es, a grandes rasgos, el siguiente: 




Conocido el valor del parámetro /g gR h , el estudio en cualquier punto (03, 12, 21, etc.) 
del domino sónico permite determinar los valores de P, θ (ángulo del vector velocidad 
con respecto al eje x) en los mismos.  
La determinación de los puntos interiores se realiza aplicando la operación que se ilus-
trada en la figura 19.5. 
 
Por ejemplo, el punto P(31), a partir de los puntos A(30) y B(21), resulta: 
 ( ) ( )3 1 2 1 2
1 1
2 2
ν ν ν θ θ= + + −  (19.13) 
 ( ) ( )3 1 2 1 2
1 1
2 2
θ ν ν θ θ= − + +  (19.14) 
E igualmente para los otros puntos. 










− = −  (19.15) 
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+ = − δη  (19.16) 
Conocidos P y θ en los puntos 30 y 21, se deducen primero los valores de ( ),h P s  de la 
entalpía que permite calcular la velocidad del fluido ( )½0V h h= −  y la del sonido a, de 
las cuales se deduce /M V a=  y 
1arcsen 
M
µ  =  
 
 en ambos puntos, 30 y 21. 
La determinación de P y θ en un punto del contorno C de la tobera se lleva a cabo apli-
cando la operación representada en la figura 19.6. 
 
Se calcula μ en el punto 31 como antes y se prolonga la línea de Mach hasta que corta al 
contorno C en el punto 41. Se calcula δη y se determina θ a partir de la ecuación que 
define el contorno. Se obtiene: ( )θ θ 41 θ(31)δ = − .  
Sustituyendo los valores calculados de δη y δθ en la ecuación 19.16, se obtiene: 
( ) ( )41 31P P Pδ = − , que da el valor de P en el punto (41).   
Este procedimiento se aplica también a todos los otros puntos del contorno de la tobera. 
Para los puntos situados en el eje de la tobera, se aplica el método que se esquematiza en 
la figura 19.7. 
 
Una vez determinado el valor de M en el punto (13), se traza una recta de pendiente μ 
que corta el eje de la tobera en el punto 14. A lo largo de esta característica, se tiene: 
 sen /y Mδ µδξ δξ= − = −  
Por otra parte, si bien en el punto (14) senθ / y  es indeterminado, se le puede sustituir 
por ( )/ y ξθ∂ ∂  como equivalente.  
Aplicando esta condición a la ecuación 19.15, se obtiene: 
2
2
1 1. .P M d d
P M yM ξξ
δ θ θδθ ξ ξ δθ
ξγ
   − ∂ ∂




















− =  (19.17) 
La solución de la ecuación 19.17 es: 
  ( ) ( ) ( )
2
2







  (19.18) 
Para la construcción geométrica, se realizan los cálculos por iteración utilizando en cada 







A partir de los procedimientos descritos, se prosiguen los cálculos metódicamente a lo 
largo de las direcciones características 𝜉𝜉 y η (v. figuras 19.8 y 19.9). 
 
 
Por ejemplo, a lo largo de 𝜉𝜉: 
31 → 41 Operación C; 41…→ 46 Operación N; 46 → 47  Operación A 
A lo largo de η:  
31 → 41 Operación C; 32…→ 52 Operación N, etc. 
 
El cálculo termina al llegar a la línea de Mach FE, en que E representa el borde de tobera. 
Se obtiene así una distribución P(x) a lo largo del contorno de la tobera para un flujo 
supersónico bidimensional irrotacional. En realidad, el fluido es viscoso, por lo cual es 
necesario tener en cuenta la existencia de una capa límite.  
A tal efecto, se ha de realizar una corrección de los resultados anteriores, lo cual conlleva 
desplazar el contorno, calculado teóricamente, hacia el eje de la tobera en un recorrido 
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De esta manera, se obtiene un nuevo contorno y se procede a repetir los cálculos antes 
explicados para llegar al resultado definitivo. 
El cálculo del espesor de desplazamiento de la capa límite se lleva a cabo mediante la 
ecuación de Karman, partiendo de la garganta, donde se toma δ*/H como valor inicial de 
δ**.  
El valor de δ* en la garganta se calcula mediante la ecuación:  
*
1/6
,0 1/ 2 / 2gg g
xRe F
d d
δ −  =   
 
  (19.19) 
donde F1 es una función sin dimensiones válida para la familia de toberas considerada, 














=   (19.20) 




Re aρ µ=  (el subíndice 0 indica las condiciones generadoras, de re-
manso). 
 
La tabla 19.1 muestra algunos valores de F1,g afectados por el factor 4. 
/g gd R  0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 0,8 1 
1/6
,0) / R( e1 D gc δ
−−  0,089 0,068 0,056 0,05 0,042 0,037 0,034 
 
La ecuación de Karman se escribe así: 
 
( ) ( )
**
** 1 1.p ex ex
exex
dVd H lny V
V dx V dx dx
τ δ δ ρ
ρ
 +
= + + 
 
 (19.21)  
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19.3.2 Cálculo de la parte divergente de una tobera para que se satisfaga 
una distribución de presión determinada 
Se impone, por ejemplo, una expansión continua que conduce a una distribución uni-
forme de la velocidad en la salida. 
 En la figura 19.11, se ilustra el procedimiento que se describe a continuación: 
1) Se impone, en el origen, una curvatura en la garganta /g gR h , lo cual determina una 
línea de partida L0 en el dominio sónico. 
2) A partir del punto l, pie de la línea L0 sobre el eje x, se impone una distribución 
continua de presión P(x) hasta el punto F, al cual corresponde el valor de la presión 
PE determinada por el valor del número de Mach ME del flujo en la salida. 
3) A partir de los datos a lo largo de la línea L0, del eje y de FE, se procede a determinar 
el punto γ desde los puntos α y β aplicando la operación (A). 
4) Una vez construida la red, se ha de determinar la línea de corriente que prolonga el 






m y udyπ ρ= ∫ . 
Sea un punto cualquiera sobre el eje, por ejemplo, el Q, pie de una línea de Mach η. 
El flujo másico que la atraviesa es igual a m ; ahora bien, la velocidad normal a esta 




m y adπ ρ η= ∫
 
Como quiera que ρ y a son conocidos a lo largo de η, la ecuación anterior da X. El 
punto Y se determina siguiendo el mismo procedimiento, trazando la línea caracterís-
tica 𝜉𝜉 a partir del punto Q. 
5) Una vez determinada punto a punto la línea de contorno C, se procede, como en el 
caso anterior, a calcular el espesor de desplazamiento de la capa límite para corregir 
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Sea una tobera convergente-divergente axisimétrica, que tiene un radio de garganta yg de 
0,025 m y un contorno de garganta que es un arco circular, con un radio de curvatura ρg 
corriente arriba de 0,05 m. Por ella, se descarga un gas ( 1, 2  ; 320 J / kg.·KRγ = = ), 
cuyas propiedades termodinámicas de remanso son 0 070 bar ,  3.000 KP T= = . Calcula: 
1) La localización de la línea sónica. 
2) La localización de la línea 0v = . 
3) Las propiedades del fluido, V, M, P, ρ y T, a lo largo de la línea 0v = . 
4) El flujo másico y el empuje a través de la línea 0v =  suponiendo que la presión 
ambiente es cero. 
5) El flujo másico y el empuje en términos de las condiciones de garganta. 
Solución: 
























2 22, 2.·26,97 14,83  m
4
x y y= − = −  
Este valor de x está referido al centro del sistema de coordenadas que pasa por el punto 
xε ε= − , por lo cual, referido al sistema de coordenadas situado en el centro de la tobera, 
su valor es ctx x xε= − . Su cálculo requiere conocer el valor de ε, que viene dado por: 
( )
( ) ( )
½ ½
3 2 1 0,025 2.·2,2 4,635.·10








   +
 = − = − = − 
       
Así, 34,635.·10  mctx x x xε
−= − = +  
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x y = −  
 
; o sea: 27, 416 mx y= −  
3) Las propiedades de los fluidos tienen los valores siguientes: 
Velocidad   




2 2 1 2, 1 ´ 1 .
1 1 4 1g g g g
u x y a u RT x y
R y R y
γ γ
γ γ γ
    +   = + = + +     + + +     
 
 
Sustituyendo valores, se obtiene: 
( ) ( )2, 1.023,36 1 26,968 400u x y x y= + +  
La velocidad del sonido es ( ) ( )½ ½ 10 0 1,2.·320.·3.000 1.073, 3 m.sa RTγ −= = =  
Su valor estático es ( )
½ ½2 2 6 2 1
0
1 1,152.·10 0,1   m.·s
2
a a u uγ −− = − = − 
 
 












+−  +  
 





















m udyπ ρ= ∫
 








ym C uyπ ρ
=
∆ =  
 ∑  










El empuje se expresa:  
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F P u ydyπ ρ= +∫
 











5) El flujo másico y el empuje, calculados en condiciones de garganta, críticas, son los 
siguientes: 
El flujo másico es * *   gm a Aρ=  y el empuje, ( )
**.· gF P A ma= +   
La tabla I muestra los valores de todas las magnitudes calculadas. 
 
 
A partir de los valores puntuales de las magnitudes calculadas por el método de Simpson, 
su valor total es: 
19,046  kg.sm −= , 
˙
19,098 kg.·sgm
−=  y 17,013 N  , 17,07 NgF F= =  
(Ver [ZH77] y [Car71]) 
Tabla 19.1. 
Cordenadas de las 
líneas sónica y para 
v=0 en la región de 
garganta de la to-
bera y valoresde las 
magnitudes del flujo 





















Por ventilación, se entiende la acción para modificar y/o controlar el medio ambiente 
contaminado del interior de un recinto por desplazamiento y/o mezcla con un gas “lim-
pio” introducido en él. 
El recinto puede estar ocupado por personas o ser utilizado como almacén, como planta 
industrial, como invernadero, como cobertizo para la estabulación de animales, etc. Cual-
quiera que sea su uso, la ventilación ha de asegurar un medio ambiente saludable para 
las personas e idóneo para los procesos industriales que se lleven a cabo en ellos, los 
cultivos y las actividades pecuarias, entre otros. También, naturalmente, ha de servir para 
eliminar o controlar las concentraciones de gases o vapores inflamables, explosivos, de 
polvo, de humos, etc. 
Como se verá más adelante, son varias las técnicas de ventilación, que se pueden agrupar 
en dos: natural (infiltración) y forzada. Sea del tipo que sea, todo proyecto de ventilación 
comporta conocer de antemano la composición de la atmosfera del recinto que se ha de 
ventilar, y diseñarlo de modo que se respeten las normas, las instrucciones, los reglamen-
tos, etc. que rijan en cada caso. 
Los temas relacionados con la ventilación son muchos y diversos; sin embargo, dada la 
orientación de los contenidos de este libro, este capítulo se centrará en la dinámica de los 
gases o los vapores implicados: cómo se desplazan por el recinto, cómo se mezclan, qué 
tasa de renovación del ambiente se requiere en cada caso y dónde se sitúan los elementos 
que se utilizan para introducir el “gas o vapor limpio”, por un lado, y para evacuar el 
ambiente contaminado, por otro. 
20.2 Los contaminantes y su origen  
Los contaminantes que contiene el medio ambiente son de naturaleza muy diversa, de 
origen distinto y de mayor o menor importancia, a los efectos de las características que 
ha de tener la instalación de ventilación. 
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Son innumerables las publicaciones sobre la materia, pero la información que debe utili-
zarse en el diseño de una instalación es la que figura en los reglamentos, las instrucciones 
y las normas de obligado cumplimiento que rigen para la instalación en particular, dictadas 
por el organismo de la Administración con competencias en el lugar. 
A título orientativo, se incluyen dos tablas, forzosamente parciales, sobre la naturaleza de los 
contaminantes, su origen y los estándares primario y secundario de calidad del aire ambiente. 




Vehículos a motor 
 
SO2, NO, NO2, O3, CO, hidrocarburos, 
partículas (gotas, polvo…), aerosoles 
CO, Pb, hidrocarburos, partículas 
Interna: 
Materiales de edificación: 
                   Tableros, contrachapados 
                   Aislantes 
                   Adhesivos 
                   Pinturas 
Equipamiento: 
                   Calderas, cocinas, calentadores 
                   Muebles 
Ocupantes humanos y su actividad: 
                 Actividad metabólica  
                 Humo del tabaco 
                 Aerosoles 




Fibra de vidrio 
Colas y pegamentos 
Mercurio y compuestos orgánicos 
 
CO, NO, NO2, partículas 
Barnices y colas 
 
H2O, CO2, NH3, olores 
CO, NO2, partículas, olores 
Fluorocarburos 
NH3, Cl, olores 
 
Contaminante Concentración Observaciones 
Dióxido de azufre: 




                 Secundario 
 
    80 μg/m3 – 0,03 ppm 
  365 μg/m3 – 0,14 ppm 
 
 
1.300 μg/m3 – 0,50 ppm 
 
Media aritmética anual 
Concentración máxima de 24 
horas que no se ha de superar 
más de una vez por año 
Ídem, de tres horas 
Materia en polvo: 
                Primario  
                Secundario 
 
  150 μg/m3  
    50 μg/m3     
 
Concentración de 24 horas 
Media aritmética anual 
Monóxido de carbono 
       Primario y secundario 
 
    10 μg/m3 – 9 ppm 
 
 
   40 μg/m3 – 36 ppm 
 
 
Concentración media de 8 
horas que no se ha de superar 
más de una vez por año 
Concentración media de una 
hora que no se ha de superar 
más de una vez por año 
Ozono 
     Primario y secundario 
 
  235 μg/m3 – 0,12 ppm 
 
Ídem 
Dióxido de nitrógeno 
     Primario y secundario 
 
  100 μg/m3 – 0,53 ppm 
 
Media aritmética anual 
Plomo 
     Primario y secundario 
 
     1,5 μg/m3 
 
Media aritmética máxima 




tes del aire y su 
origen  
Tabla 20.2. Están-
dares primario y 
secundario de ca-





20.3 Las modalidades de ventilación  
En términos de grupos de técnicas de ventilación según la modalidad que en conjunto las 
caracteriza, existen dos métodos: la ventilación natural y la ventilación forzada. Se dis-
tinguen básicamente en cómo se mueven los gases o los vapores implicados. En la ven-
tilación natural, el movimiento es generado por gradientes de densidad que son 
consecuencia de diferencias de temperatura o de presión entre el entorno exterior del 
recinto y su interior. En la ventilación forzada, el movimiento es provocado por medios 
mecánicos: ventiladores o equipos similares. 
20.3.1 La ventilación natural  
El proyecto de un sistema de ventilación natural, que comporta la definición de las aber-
turas del recinto y su localización en él, requiere un conocimiento preciso de las condi-
ciones del medio ambiente externo: la velocidad y la dirección de los vientos, la 
temperatura y la humedad, y también las del ambiente en el interior del recinto en las 
condiciones de utilización. Así pues, hay que conocer: 
− El estado característico de la atmósfera exterior al recinto: las velocidades y las di-
recciones de los vientos frecuentes, las condiciones de humedad-temperatura domi-
nantes, etc. 
− Las características del medio ambiente interno en las condiciones de uso del recinto: 
la intensidad y la localización de las fuentes de calor, de humos o de vapores, de 
polvo, etc. 
 
Características de la atmósfera en el exterior del recinto 
Habitualmente, la información sobre el “tiempo” fuera del recinto se obtiene de los ser-
vicios de meteorología del lugar. Si bien la información sobre la temperatura y la hume-
dad es importante, la magnitud principal es el viento. Tras medir la velocidad y la 
dirección por anemómetros ad hoc, los resultados se presentan en gráficas como las que 
se muestran en la figura 20.1. 
La información sobre la temperatura y la humedad del aire atmosférico la presentan tam-
bién los servicios citados en forma de tablas y gráficas de distribución de valores máxi-
mos, mínimos y medios, diarios, mensuales y anuales. 
Otra información importante no disponible habitualmente pero fácil de obtener en ma-
nuales de orientación para los profesionales es la relativa a la circulación del aire en torno 
a edificios y recintos de toda clase en función de su altura y ubicación. 
La figura 20.2 ilustra cómo circula el viento alrededor de un edificio rectangular y mues-
tra dónde se produce el estancamiento y la recirculación de la corriente. 
La circulación del aire alrededor de recintos que han de ser ventilados afecta la protec-
ción frente a la contaminación en las entradas y la capacidad de control de factores me-
dioambientales como la temperatura y la humedad. 




La ventilación natural es muy sensible a la acción del viento sobre el edificio, pues genera 
presiones que varían a su alrededor y que tienen una gran influencia sobre los caudales 
del sistema de toma y de evacuación, y las tasas de infiltración y escape, y de presión en 
su interior. La presión del viento sobre una pared es el producto de la energía cinética 
por unidad de volumen de la corriente incidente por un coeficiente de presión. Es evi-
dente que su cálculo exige promediar la distribución de velocidades del viento incidente 
en la superficie de pared y, según cuál sea la dirección del viento con respecto a la pared 
y la forma de esta, se adopta un coeficiente de presión de los conocidos, determinados 






En la práctica, la información requerida es la diferencia de presión interior-exterior de-
terminada utilizando el coeficiente de presión 𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑖𝑖−𝑒𝑒) definido como 𝐶𝐶𝑝𝑝(𝑖𝑖−𝑒𝑒) = 𝐶𝐶𝑝𝑝 − 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖. 
Las figuras 20.3, 20.4 y 20.5 muestran los coeficientes de presión en la pared, promedia-
dos espacialmente. El valor promedio para las cuatro paredes de un edifico es, aproxi-
madamente, -0,2, independientemente de la dirección del viento. Ello lleva a concluir 
que, para “puntos de fuga de aire” distribuidos uniformemente, el coeficiente de presión 










Fig. 20.3. Valores pro-
medio de los coeficien-
tes de presión sobre las 
paredes de edificios al-
tos2 
Fig. 20.4 
Variación de los 
valores medios de 
los coeficientes de 
presión en las pa-
redes de edificios 
de baja altura. 






En los sistemas de ventilación de un edificio que contiene contaminantes aerotranspor-
tados, el flujo de aire correcto se ha de dirigir hacia las áreas contaminadas, lo cual se 
consigue controlando la diferencia de presión entre los espacios.  
Mecanismos promotores de la ventilación natural 
Dos son esencialmente los mecanismos promotores de la ventilación natural: la diferen-
cia de presión debida al viento y el gradiente térmico (diferencia entre la temperatura 
interior y exterior con respecto a la altura del edificio). 
En el caso de que no exista diferencia de temperatura, la diferencia de presión entre los 
exteriores y los interiores de un edificio o recinto cualquiera se define por la ecuación 
0 v ip p p p∆ = + − , donde: 
0P  es la presión estática en la altura de referencia con la corriente no perturbada; 
vP  es la presión del viento en el lugar donde se encuentra el edificio, y  
iP  es la presión en el interior del edificio en el lugar donde se encuentra. 
Cuando existe una diferencia de temperatura, surge un gradiente de presión ⧍ps, que es 
función de la altura y de la diferencia de temperatura. Entonces, la diferencia de presión 
es: 
 0 ,v i v sp p p p p∆ = + − + ∆  (20.1) 
donde ,i vp  es la presión estática interior en una altura de referencia cuyo valor ( ) i gρ−
disminuye linealmente con la altura según una tasa que depende de la temperatura inte-
rior tal que el flujo entrante es igual al saliente. 
Las presiones del viento son generalmente positivas con respecto a la presión estática en 
la corriente de aire no perturbada sobre el costado de barlovento de un edificio y negati-
vas sobre el costado de sotavento. Las presiones sobre los demás costados son negativas 
o positivas dependiendo del ángulo de incidencia del viento y la forma del edificio. 
Fig. 20.5. 
Valores promedio de los 
coeficientes de presión 
sobre las paredes de edi-
ficios altos2 
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Swami y Chandra1 han propuesto que entre el ángulo de incidencia del viento, la relación 
de tamaño del edificio y el coeficiente medio de presión en superficie existe la relación 
siguiente: 
( ) ( )2 3
,
2 2 2





asen sen a sen aG
C ln
a a acos G sen cos
  − − + +    =
      + + +      
      
 (20.2) 
donde Cpn es el valor normalizado del coeficiente de presión Cp, a es el ángulo en grados 
entre la dirección del viento y la normal hacia afuera de la pared considerada y G es el 
logaritmo natural de la relación entre el ancho de la pared bajo consideración y el ancho 
de la pared adyacente. 
 
En cuanto a la distribución de presión en el interior de un edificio debida al efecto chi-
menea (diferencia entre la temperatura interior y la exterior), la figura 20.6 es una ilus-
tración cualitativa. Se supone que la actividad realizada en el interior del edificio genera 
el calor suficiente para que en invierno no sea necesaria la calefacción, de manera que el 
aire interior, más caliente que el del exterior, se escapa por las aberturas de la parte superior 
del edificio, mientras que por las aberturas inferiores penetra aire exterior. Imaginando una 
pared como un gran ventanal abierto, la distribución de presiones interiores en función de la 
altura tendría una línea neutra (nivel de presión neutra o NPN), entendiendo por tal el punto 
donde las presiones interior y exterior son iguales.
  
La diferencia de presión debida al efecto chimenea a la altura h es: 
 ( ) ( ) ( ) 00
0
i
s i NPN i NPN
T T




∆ = − − = −  
 
 (20.3) 
donde T es la temperatura del aire (i, interior; o, exterior). 
La localización de la línea (nivel) de presión neutra sin viento es un parámetro que de-
pende de la estructura del edificio, o sea, de la distribución vertical de aberturas de la 
fachada, de la resistencia de las aberturas al flujo de aire y de la resistencia al movimiento 
ascendente del aire dentro del edificio. Las particiones interiores, las cajas de escalera y 
de ascensor, los conductos, las chimeneas, los respiraderos y los sistemas de evacuación, 





La figura 20.7 muestra la distribución de presiones interna y externa en función de la 
altura del edificio. La figura 20.8 ilustra el efecto chimenea en un edificio de pisos ideal 
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El flujo de aire a través de las aberturas 
La ecuación que se utiliza habitualmente para cálculo del caudal de aire en régimen es-
tacionario a través de aberturas es: 
 
Fig. 20.8. 
 Efecto de chimenea 










                                  (20.4) 
donde 𝐶𝐶𝐷𝐷 es el coeficiente de descarga de la abertura, A es su área y ⧍P es la diferencia 
de presión en la misma. 
Las aberturas en la fachada de un edificio no tienen una geometría uniforme, por lo cual 
el flujo en ellas nunca se desarrolla completamente. Así, la aplicabilidad de la ecuación 
20.4 es más bien limitada; en su lugar, se utiliza en ocasiones una ecuación de la forma:  
 ( )nV c P= ∆  (20.5)  
donde n es un exponente adimensional experimental. 
Los campos de presión que se ilustran en las figuras 20.7 y 20.8 indican que los efectos 
del viento y de chimenea se pueden combinar simplemente añadiendo las presiones, pero 
ello no es posible para los caudales. 
Para aquellos casos en que la ventilación es una combinación de natural y forzada se han 
propuesto varios modelos teóricos y se han realizado algunas medidas. 
Un modelo sencillo que combina los efectos del viento y la chimenea en edificios típicos 
utiliza la ecuación: 
 ( )0,52 2,v ch v chV V V= +     (20.6) 
Caudales de ventilación natural 
La ventilación de un edificio o de cualquier otro recinto es necesaria siempre que se 
superan los estándares de calidad del medio ambiente respirable, ya sea por la actividad 
de los seres vivos que se encuentran en él, o bien por las actividades industriales o de 
otro tipo que allí se realizan. 
La superación de esos estándares es debida, por una parte, al calor, ya sea como resultado 
de la temperatura de la atmósfera externa, o debido a las actividades que se realizan en 
el edificio o recinto. A ello hay que añadir la necesidad de mantener los niveles sanita-
rios, dictados por normas y reglamentos, y de polución ambiental (polvo, humo, vapores, 
humedad, etc.). 
A título de ejemplo, el caudal de aire de ventilación requerido para extraer una cantidad 
de calor de un edificio se calcula mediante la ecuación:  
 ( )/T pV H c Tρ= ∆  (20.7)  
donde 𝐻𝐻 es la cantidad de calor que ha de ser extraída y ⧍T es el incremento de tempe-
ratura que se ha de producir en el caudal de aire que se ha tomado para la ventilación. 
En principio, la ventilación natural ha de satisfacer, en el problema planteado, la condi-
ción ?̇?𝑉𝑣𝑣,𝑐𝑐ℎ = ?̇?𝑉𝑇𝑇, pero, para ello, es necesario que los caudales de infiltración y fuga lo 
permitan. Admitiendo que el caudal de infiltración debido a los efectos del viento y la 
chimenea se consigue con facilidad, también es verdad que su valor está condicionado 
por la capacidad de escape ± fugas del edificio, que es función no solo de la diferencia 
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de presiones entre el interior y el exterior, sino también de la impedancia fluidodinámica 
de las aberturas disponibles para tal fin y del grado de estanqueidad intrínseca del edificio. 
La fuga de aire de un edificio viene determinada por su diseño, la construcción, su dete-
rioro y el clima exterior. No existe una relación simple entre la fuga de aire de un edificio 
y su tasa temporal de intercambio de aire, aunque se han propuesto diversos métodos de 
cálculo. 
En algunos casos, el caudal de aire previsto se convierte en un área de fuga efectiva o 
equivalente mediante la ecuación: 
 ,
2




=    (20.8) 
donde rP∆ es la diferencia de presión de referencia y CD es el coeficiente de descarga, 
aproximadamente 0,6. 
Las áreas de fuga a una presión de referencia se pueden convertir a otras distintas me-
diante la ecuación: 
 ( )( ) 0,5, 2 , 1 1 2 2 1/ /
n
f r f r D D r rA A C C P P
−= ∆ ∆   (20.9) 
Por otra parte, un área de fuga a una presión de referencia se puede convertir a un caudal 
de aire a alguna otra presión de referencia por la ecuación: 
 ( ) ( ) ( )0,5 0,52 1 , 1 1 22 / .
n n
r D f r r rV C A P Pρ
−= ∆ ∆  (20.10) 
donde el valor del exponente n se encuentra generalmente entre 0,6 y 0,7. 
ASHRAE Standard 119-1988 establece los niveles de fuga de aire de los edificios resi-





4, 477. .ff n
A HA
A H
   
=    
  
 (20.11) 
donde H0, la altura de referencia del edificio de un piso, es de 3,28 m y A es el área del 
piso entre las paredes exteriores. 
Las carcasas de edificio de los grandes espacios comerciales se construyen de modo que 
sean completamente estancas. La fuga máxima por unidad de área de pared exterior es 
de 0,0183 m3/m2·minuto, con una diferencia de presiones de 7,6 mm de C.A. En los 
edificios de oficinas, se alcanzan valores de entre 0,03 y 0,18 m3/m2·minuto bajo las 
mismas condiciones. 
Además de temas sobre los modelos de cálculo de intercambio de aire en los edificios y 
las directrices para proyectos de ventilación natural propios de tratados técnicos, en este 
capítulo interesa exponer los fundamentos fluidodinámicos del flujo en el interior de un 
edificio y del cálculo del intercambio-renovación de aire en él con base en los conoci-
mientos que ya se han expuesto y otros particularmente relacionados con el problema 
objeto de estudio. A tal efecto, se estudia, en primer lugar, la circulación del aire en el 




20.4 La circulación del aire en el interior de un recinto con fuentes 
de calor 
Sea i aT T>  (temperatura ambiente) en un edificio con aberturas a niveles distantes H 
metros. Entonces, la diferencia de presión debida a la diferencia de densidad del aire es:  
( )a iP gH ρ ρ∆ = −  
Como consecuencia de esta diferencia de presión, el aire se moverá de tal manera que su 
pérdida de carga asociada satisfará la relación .fP P∆ ≤ ∆  
Las características de las corrientes naturales son, en general, bastante complejas; por 
ello, para su estudio se recurre con frecuencia a experimentos sobre modelos a escala 
reducida. Para que los resultados experimentales sean extrapolables al problema real, se 
han de respetar determinadas reglas de semejanza, aunque los expertos saben bien que 
siempre se encuentran diferencias entre el modelo y la realidad. 
El tratamiento analítico de los datos obtenidos en los experimentos sobre el modelo se 
realiza aplicando la ecuación de cantidad de movimiento y la ecuación de la energía. La 
primera conduce a dos grupos adimensionales importantes: el número de Reynolds, de 








=  (20.12) 
Además de este número de semejanza, que representa la relación de los términos de em-
puje ascensional y las fuerzas de inercia, la ecuación de la energía introduce el número 
de Prandtl /Pr ν α=  como relación entre la difusividad de cantidad de movimiento y 
la difusividad térmica. 
Para simular la convección natural, se transforma el número de Arquímedes de manera 
que ya no contenga la velocidad, pues es una magnitud de la cual es difícil encontrar un 
valor de referencia. La transformación idónea conduce al número de Grashof, que repre-
senta la relación entre las fuerzas de empuje ascensional térmico y las fuerzas viscosas. 





g L TGr ArRe β
ν
= =
∆    (20.13) 
Mucha y variada es la información virtual disponible sobre circulación del aire en el 
interior de un edificio resultante de ensayos de ventilación natural en modelos.  
La figura 20.9 es un ejemplo de la simulación de la circulación del aire en un edificio de 
una sola nave con un foco de calor situado en el centro. La figura 20.10 muestra los 
resultados, obtenidos en un modelo, de la diferencia de temperatura y de flujo másico de 
aire renovado en función del área de las aberturas y de los parámetros caudal de aire y 
flujo de calor emitido por un horno situado en el centro de una nave industrial. Los re-
sultados experimentales demuestran que la diferencia de temperatura en la zona de tra-
bajo zt zt at t t∆ = −  y la diferencia total de temperatura de salida e e at t t∆ = − , –donde los 
subíndices zt, e y a indican zona de trabajo, escape (salida) y ambiente exterior, respec-
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tivamente– son interdependientes. Además, dichas diferencias son idénticas en dos edi-
ficios, uno alto y otro bajo, con el mismo sistema de ventilación cuando son iguales las 
cargas térmicas específicas /q Q V=   (Kcal/m3h). 
 
 
20.5 Cálculo de la renovación de aire en un taller de una sola nave  
A título de ejemplo, como aplicación de los conocimientos expuestos en anteriores apar-
tados, en este se explica cómo se calcula la renovación de aire en un taller de una sola 
nave para evacuar una cantidad de calor generada por las actividades que se realizan en 
él. Las hipótesis de partida son las siguientes: 
− Se considera que el aire se encuentra en estado estacionario. 
− La temperatura del aire en todo punto de la nave es constante. 
− La presión del aire en un plano horizontal es también constante. 
− La diferencia de presión del aire entre planos paralelos es estática. 
Fig. 20.9. Circula-
ción de aire en el 
modelo de una nave 












− La resistencia fluidodinámica en el interior de la nave es despreciable. 
− Las corrientes de aire procedentes de las aberturas y de las fuentes de calor se des-
vanecen antes de que alcancen las paredes. 
− La infiltración de aire en la nave es despreciable, comparada con la masa de aire que 
se debe renovar por ventilación natural. 
− La distribución de presiones sobre el edificio debida al viento es la misma que co-
rresponde a un modelo sólido. 
 
En la nave, cuyas características geométricas se muestran en la figura 20.11, sea:  
A, área de la abertura (m2) 
Cd coeficiente de descarga de la abertura 
?̇?𝑚 flujo másico 
ρ densidad del aire (kg/m3) 
⧍P  diferencia de presión en la abertura (Pa) 
V velocidad del viento 
K coeficiente de presión local 
H diferencia de altura entre las aberturas de evacuación y las de entrada  
𝑄𝑄 ̇   flujo de calor que debe evacuarse 
?̇?𝑚𝑐𝑐 flujo másico de contaminantes procedente de fuentes internas (kg/s) 
c0 concentración de contaminantes admisible en el interior de la nave 
En general, se han de satisfacer las ecuaciones siguientes: 
 e sm m=∑ ∑   (20.14) 
 






   (20.15) 

















Vp Kρ=  (20.18) 
Se consideran los casos siguientes: 
1. Determinar las características de las aberturas de barlovento y sotavento de un edifi-
cio expuesto al viento que carece de fuente interna de calor y de contaminantes, en el 
supuesto de que el flujo másico de renovación de aire ha de ser m (kg/s). 
2. Igual que (1), pero con fuentes internas de calor, de modo que i aρ ρ< . 
3. Conocida la masa de contaminantes (o de calor) producida por unidad de tiempo, 
establecer las ecuaciones que definen la masa de aire que se debe renovar de acuerdo 
con las concentraciones inicial y final (o las temperaturas en la entrada y en la salida 
del edificio) que se especifiquen y, en consecuencia, el área necesaria en las aberturas 
de las paredes y del techo para que se pueda efectuar esta renovación. 
Solución: 
1. Sea z = 0 el nivel a que se encuentra la abertura de entrada, en que la presión del viento 
es p1 y z = H es el nivel a que se encuentra la abertura superior (evacuación), donde la 
presión del viento (sotavento) es p2. 
Sea p0 la presión del aire en el interior de la nave en z = 0. Como quiera que 1 2m m=  , 




p pC A C Aρ ρ
ρ ρ
      ∆ ∆   =   
         
 
donde 1 0ep p p∆ = −  y ( )0 1 2 1 0 2sp p gH p gH p pρ ρ∆ = − − − = −  
Admitiendo que Ccte.T =  para todo z, resulta 1ρ ρ=  y 
( ) ( ) ( ) ( )2 21 0 0 2d de sC A p p C A p p− = − ,  
o sea: 
( ) ( )






C A p C A p
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de modo que, si ( ) ( )d de sC A C A= , entonces ( )0 1 2 / 2p p p= +  
Conocidos los valores de 1 2  p y p , se determina 0p  y los valores de dC A  correspon-
dientes a la entrada y la salida. Supóngase ahora que hay una tercera abertura al 
nivel z = 0; entonces, la diferencia de presión en esta tercera abertura será 0 3p p−
, donde 3p  será la presión del viento en z = 0 a sotavento y 0p  resultará de resolver 
la ecuación de conservación de la masa en el volumen de control asociado al edificio, 
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que dependerá de si 3p  es mayor, igual, o menor que 0p  (acción del viento sobre 
el edificio). 
Regulando el área efectiva de las aberturas de ventilación, se puede conseguir un 
valor de 0p  tal que las aberturas (1) y (3) admitan aire. Este sistema es el mejor 
porque el aire entra al taller por ambos lados. 
2. En este caso tenemos: 
Presión interna al nivel de H, 0iH i ip p g Hρ= −  
Presión externa al nivel de H, 2 ap g Hρ−  
Diferencia de presión en la(s) abertura(s) al nivel de H: 
( ) ( )0 2 0i a i i a ip gH p p p gHρ ρ ρ ρ + − − = − − −   
La expresión entre corchetes puede considerarse que representa la presión del viento 
en la abertura (2), que, en ausencia de fuente de calor, produciría el mismo caudal 
que origina la combinación de las diferencias de temperatura y de presión del viento 
en la realidad. Se denomina presión ficticia del viento. 
Este concepto simplifica considerablemente el análisis de la renovación de aire, es-
pecialmente en los talleres de muchas naves, y evita la consideración de la presencia 
de fuentes de calor. El problema queda reducido así al de las naves isotermas. 
3. Caso de fuentes de calor: 
 
Sea la nave representada en la figura 20.12. Las ecuaciones requeridas son las siguientes: 
 Flujos másicos: 1 3em m m= +    
  s em m=   
 







 Diferencias de presión:  
 ( ) 1 01 ip p p∆ = −  
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 Área de las aberturas: 
  
 ( )( )½1 1 1 1/ 2.·d aA m C pρ= ∆   
 ( )( )½2 2 2 2/ 2.·d iA m C pρ= ∆      




Calcula el caudal de renovación de aire para ventilación natural de una nave industrial 
cuya sección recta se muestra en la figura 20.13, en que se genera un calor de 500 Kcal/s, 
con base en los datos siguientes: 
− Techo de la nave con lucernario protegido por pantallas contra el viento.  
− Velocidad del viento, 4 m/s 
− Temperatura del aire ambiente, 15ºC 
− Temperatura límite del aire en la nave, 25ºC 
− Coeficientes de presión del viento:  




Supuesta una abertura del β % del área de la abertura a sotavento de la nave, y que el 
coeficiente de descarga de todas las aberturas vale 0,6, determina: 
1. La presión del aire en el interior de la nave al nivel del plano medio de cada abertura. 
2. El área de cada abertura con la condición de que 1 3m m=   , y el valor de β. 
Se supondrá 1 bar atP =  







( ) ( )
500 208,33 Kkg / s







El caudal será:  
3 1
1 5
273 15/ / 208,33.·287,14. 172,28 m s
10a at
V m mRT Pρ −+= = = =    
Solución: 
Para dar respuesta a la primera pregunta, se han de hacer dos supuestos: 
(i) La temperatura del aire en el interior de la nave es uniforme e igual a 25ºC. 
(ii) La entrada de aire del exterior se realiza de manera que la mezcla es casi instantánea 
y perfecta. 




Vp ρ= = =  y la ejercida real-
mente en cada abertura es: 
1 1 0,6.·9,68 5,808 Pap dp C p= = =  
2 2 0,5.·9,68 4,84 Pap dp C p= = − = −  
3 3p dp C p= = 0,3 · 9,68 2,904 Pa=  
4 4 0, 4.·9,68 3,872 Pap dp C p= = − = −  
Para el cálculo de las presiones en el interior del edificio, se han de plantear las ecuacio-
nes de conservación y de flujo a través de las aberturas. Son las siguientes: 
1 3 2 4m m m m+ = +     
( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )
½ ½½
1 1 1 1 1 3 3 1 3 1 2 2 2 2 2
½
4 4 2 4 4
2 2 2
2
d d d i e
d i e
C A p p C A p p C A p p
C A p p
ρ ρ ρ
ρ
′ ′ ′− + − = − +
′+ −
 (1) 
Ahora bien: 1 2 3 4d d d dC C C C= = =  y 2 4 3A A Aβ+ =  
Tomando como presión de referencia la presión atmosférica efectiva exterior, que al ni-
vel (1) es nula, se obtiene: 
1 2 1 2 4 2 2 1 4 1 4 15,808 Pa  ,    ,    ,  i i e ep p p gH p p p gH p p gHρ ρ ρ′ ′= = − = = − = −  
Sustituyendo valores en la ecuación 20.1, agrupando términos y simplificando, se ob-
tiene: 
( ) ( ) ( )
( )
½½ ½
1 1 1 1 1 3 3 1 2 2 1 2 1 2
½
2 4 1 4 1 2
A p p A p p A p p gH
A p p gH
ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ
 ′ ′ ′ ′ ′− + − = − + − + 
 ′ ′ ′+ − + − 
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Por otra parte, ( ) ½1 1 1 12 2dm C A p pρ ′= −  . 
Se constata que la solución para ´1p  requiere adoptar un valor para 1 3/A A  con la condi-
ción de que 1 3A A< . Se adopta, por ejemplo, 1 3/ 0,8 ,A A = ; por consiguiente: 
1 3
1




− −′ = = = −
− −
 













3 1 / 0,8 49,116 mA A= =  
A su vez, ( ) ( )½ ½2 2 1 2 1 2 2 4 1 4 1 2m A p p gH A p p gHρ ρ ρ ρ ρ ρ   ′ ′ ′ ′ ′ ′′= − + − + − + −     
Sustituyendo valores sabiendo que:  
( ) ( ) 32 1, 2/ 100.000 2,2588 / 287,14 273 25 1,1686 kg·mabsp RTρ −′ = = − + =  
se obtiene: 
( )2 4208,33 1,1686 2,577 2,382A A= +  







+ =  ; luego: 
2
2 4 4 4
4 4
49,116178,273 2,577 2,382 2,577 2,382 2,577 1 2,382
AA A A A
A A
β   
= + = + = − +   
   
 
O sea: 469,178 49,116 1,382 Aβ= +  




20.6 Ventilación forzada  
Por ventilación forzada, se entiende el procedimiento de movimiento y renovación de 
aire para controlar el nivel de contaminación mediante una acción mecánica, general-
mente por ventiladores. 
La ventilación forzada proporciona el máximo potencial para el control de la tasa de 
intercambio de aire y distribución dentro de un edificio. La ventilación forzada general-
mente es obligatoria en los grandes edificios, donde se requiere un mínimo de aire exte-
rior para la salud y el bienestar de sus ocupantes, y cuando es aconsejable o necesario un 
sistema mecánico de evacuación. 
Tres son básicamente las técnicas de ventilación forzada: por desplazamiento, por mez-
cla-dilución-evacuación, y por combinación de las anteriores.  
 
20.6.1 Ventilación por desplazamiento  
El principio de ventilación por desplazamiento es el barrido del aire del recinto por el 
aire suministrado. Dependiendo de la aplicación, la ventilación por desplazamiento 
puede conseguirse normalmente por tres vías: suministro desde la pared lateral (flujo 
transversal), suministro desde el suelo (flujo ascendente) y suministro desde el techo 
(flujo descendente). Los sistemas de flujo ascendente y flujo descendente son los más 
utilizados, pero, debido a que el sistema de flujo descendente produce corrientes de aire 
en la dirección opuesta a las corrientes de ventilación natural producidas por las fuentes 
térmicas a nivel bajo, pueden darse modelos de flujo de aire inestables. En un sistema de 
corriente ascendente, el aire se suministra en la misma dirección que las corrientes natu-
rales, aunque se impone normalmente una limitación al valor de la velocidad del aire 
introducido en el recinto para evitar corrientes singulares en la zona ocupada. 
Linke3 estudió los sistemas de flujo ascendente y descendente estableciendo valores crí-
ticos del número de Arquímedes definido en términos de la altura H, que es la dimensión 
más significativa en la ventilación por desplazamiento. 
Una práctica común en la ventilación por desplazamiento consiste en definir el número 
de Arquímedes introduciendo en él el número de renovaciones por horas N del volumen 
de aire del recinto. Mediante este concepto, el caudal de aire que se ha de introducir en 
el recinto a ventilar es / 3.600V N= ; así, la velocidad de desplazamiento del aire en un 
recinto cuya área de la sección transversal A es / / 3.600dv V A NH= = . 
Introduciendo esta magnitud en la definición clásica del número de Arquímedes, se ob-
tiene: 
 ( )2 203.600 /Ar g T N Hβ= ∆  (20.19) 
La relación entre N y Ar para diferentes valores de 0 /T H∆ se muestra en la figura 20.14. 
En caso de que la ventilación tenga que evacuar un flujo de calor /  q Q A=  (w/m2), de-
nominado carga de refrigeración del recinto, la ecuación de Arquímedes se escribe: 
  ( )3 3 23.600 / pAr g q c N Hβ ρ=  (20.20) 




ecuación que resulta de sustituir 0T∆  en la ecuación 20.19 por el valor obtenido a partir 
de la carga de refrigeración 0 / 3.600pq c NH Tρ= ∆ . 
Sustituyendo los valores estándar de g, ρ y cp en la ecuación 20.20, la tasa de renovación 
de aire viene dada por: 
 ( )
1
32108,93 /N q H Ar =    (20.21) 
 
Según Linke,3 el modelo de movimiento estable de aire se logra en un sistema de flujo 
descendente cuando 46Ar ≤  (v. figura 20.15), y en un sistema de flujo ascendente 
cuando es inferior o igual a 360. A partir de estos límites, la tasa crítica (mínima) de 
renovación de aire para los dos sistemas viene dada por: 
− Flujo descendente ( )
1
2 330,4 /cN q H=   (20.22) 
− Flujo ascendente ( )
1
2 315,3 /cN q H=    (20.23) 
Estas dos ecuaciones muestran que, para un movimiento estable del aire en el recinto, un 
sistema de desplazamiento ascendente requiere la mitad de la tasa de renovación de aire 
de un sistema de desplazamiento hacia abajo para extraer la misma carga.  
Un sistema de desplazamiento ascendente es el más apropiado para recintos con grandes 
cargas térmicas (hasta 700 w/m2), como sucede en los teatros y auditorios, en las salas 















20.6.2 Ventilación por dilución (mezcla)  
La ecuación fundamental de partida es un balance de masa diferencial que relaciona los 
requisitos de ventilación por dilución con las tasas temporales de generación y extracción 
de contaminantes.  
Su expresión es: 
 VdC Gdt V Cdt′= −   (20.24) 
donde: 
/V V k′ =   es la tasa efectiva de ventilación considerando que la mezcla no es per-
fecta. 
,V  es el caudal de renovación (m3/s). 
,C  es la concentración de contaminantes en el instante t (ppm). 
,G  es la tasa de generación de contaminantes (m3/s). 
,k  es el factor de mezcla ( )3 10k≤ ≤ . 
Antes de resolver la ecuación 20.24, es fundamental establecer un procedimiento para 
estimar el valor de k. Si la ventilación fuera por renovación del aire viciado mediante un 
flujo tapón de aire nuevo, entonces k = 1. En la práctica, sin embargo, la introducción de 
aire nuevo en una sala produce una mezcla turbulenta con el aire contaminado de manera 
que, después de una renovación, el aire de la sala contiene todavía una mezcla de dilución 
de aire nuevo y aire contaminado. La literatura sobre el tema aporta criterios y factores 
que se han de tener en cuenta al seleccionar el valor de k. 
Algunas soluciones de la ecuación 20.24 son las siguientes: 
1. Tasa temporal de aumento de concentración de contaminantes 










′−∫ ∫  (20.25) 
O sea: ( )2 2 1
1
G VC Vln t t
VG V C
 ′ ′−




Para el caso de C1 = 0 en t1 = 0, se obtiene: 
  V G V Ct ln
GV
 ′−




La ecuación 20.27 indica el tiempo que se requiere para que, en un recinto de volu-
men V, se produzca un incremento de concentración C de contaminantes con una tasa 
de generación G y una tasa efectiva de ventilación V ′ . 
2. Mantenimiento de concentraciones aceptables en estado estacionario 
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Sea C la concentración de contaminantes en un recinto; su mantenimiento en estado 
estacionario implica 0dC = . Entonces, la ecuación 20.24 resulta:  
 ´Gdt V Cdt=    (20.28) 






G dt V C dt′=∫ ∫  (20.29) 
Integrando y simplificando, se obtiene:  
 G V C′=  ; luego, /V kG C=  (20.30) 
La ecuación 20.30 se puede utilizar para el cálculo del caudal de aire de dilución no 
contaminado requerido para reducir la concentración ambiente de un compuesto pe-
ligroso a un nivel aceptable. 
3. Tasa temporal de purga 
Para calcular la tasa temporal de disminución de concentración de un contaminante 
en el curso de un período de tiempo en que se contamina un volumen de aire y cesa 
el proceso de generación de contaminantes, la ecuación de ventilación por dilución, 











 → ( )2 2 1
1













  (20.32) 
Así, t∆   es el tiempo que debe transcurrir para que la contaminación inicial C1 de un 
recinto de volumen V pase a valer C2, con una tasa de ventilación efectiva V ′ . 
La evolución temporal de la concentración de contaminantes en un recinto en cada 
uno de los casos considerados se muestra en la figura 20.16. 
 
 Fig. 20.16. 
Concentración de 
contaminante en 









20.6.3 Ventilación por dilución sin recirculación y con recirculación 




V, el volumen del recinto (m3) 
V , el caudal de aire exterior introducido en el recinto (m3/s) 
C a,, la concentración de contaminantes en el aire introducido (ppm) 
C 0, la concentración inicial de contaminante en el recinto (ppm) 
S , la fuente de contaminante en el interior del recinto (ppm/s)  
Aplicando el principio de conservación a la masa de contaminantes, se obtiene la ecua-







= − +  (20.33) 






C C t Vtexp
C C V
 −  = − −  
 
 (20.34) 






En caso de que tanto la concentración inicial como la concentración ambiente sean cero, 
la ecuación 20.35 se reduce a: 
 
( ) ( )1 1
e
C t
ex Vp exp Nt t
C V
 




En caso de ventilación por dilución con recirculación (v. figura 20.18), la ecuación 
20.33 se escribe: 
 Fig. 20.17. 
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i
dCV VC S V C
dt
= + −   (20.36) 
𝑉𝑉 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
= ?̇?𝑉𝐶𝐶𝑖𝑖 + 𝑆𝑆 − ?̈?𝑉𝐶𝐶donde Ci es la concentración de contaminante en el aire que entra 
al recinto.  
 
El valor de Ci se puede encontrar aplicando la ecuación de conservación de masa al 
colector, que se escribe: 
 ( )( )1i R a fVC CV rVC η= + −    → ( )1i aC rC r C= + −  (20.37)  
donde RV  es el caudal recirculado ( )1RV r V= −   y fη  es el rendimiento de un disposi-
tivo de filtrado del aire situado en el circuito. 
Sustituyendo la ecuación 20.37 en la ecuación 20.36, resulta: 
 ( )( ) ( )1 1 1 1f a fdCV CV r S VrCdt η η = − − − − + + − 
   (20.38) 
En el estado estacionario, las condiciones son 0dC
dt
=  → eC C= ; por consiguiente, de 




















Si la concentración de contaminante en el aire ambiente es depreciable 0aC → , la con-
centración de estado estacionario es: 
 




 − − − 

 (20.40) 
Para encontrar la concentración en cualquier instante t, se puede integrar la ecuación 
20.38 a partir de la condición inicial 0    t C C==→ = . Se obtiene: 
 
( ) ( )( ){ }
0
1 1 1e f
e




= − − − − −  

 (20.41) 





En una sala-laboratorio químico de 250 m3 de volumen, se produce un incendio que la 
llena de humo que contiene HCN. Una vez extinguido el fuego, la concentración de humo 
en la sala es de 100 g/m3 que contienen un 10 % en masa de HCN, y de 1 mg/m3 en el 
aire del exterior como consecuencia de las fugas. El sistema de emergencia del laborato-
rio ha puesto en funcionamiento un sistema de ventilación capaz de introducir en la sala 
un caudal de aire tomado del exterior de la sala de 1 m3/s. El problema consiste en saber 
el lapso de tiempo que debe transcurrir para que pueda entrar una persona, una vez ex-
tinguido el fuego, sabiendo que el umbral de seguridad está en una concentración de 
HCN de 5 mg/m3. 
Resolución: 
La ecuación de conservación aplicada a la evolución temporal de la concentración de 
HCN en la sala se expresa: 
( )a a
dCV C V CV V C C
dt
= − = − −    
Integrando entre los límites 00 , t C C= =  y C


























=  −  

 
Sustituyendo valores en las mismas unidades, se obtiene: 
5 1 1exp
10.000 1 250
t−  = − −  
 → 1.956 s 0,54 horast = ≅  












Chimeneas: altura y 






Para el proyecto de una chimenea, son necesarios entre otros, los datos meteorológicos. 
Si se pretende optimizar el proyecto, no basta con aplicar las fórmulas derivadas del 
análisis de dispersión general; se han de considerar también muchas variables locales. 
21.1.1 Altura física de chimenea 
El cálculo de la altura física de chimenea es complejo y, por la información disponible, 
no se ha llegado todavía a proponer una fórmula fiable a partir del conocimiento del flujo 
másico de gases, de su composición y temperatura, y de las condiciones meteorológicas 
de la zona donde será construida, pues hay que considerar otras variables difíciles de 
implementar en la fórmula: la composición del gas de escape, naturaleza y concentración 
de los contaminantes que transporta, la estabilidad de la atmósfera en que descarga del 
gas, la topografía del terreno y el tipo de ocupación. Todo ello se tiene en cuenta, en la 
práctica, mediante un parámetro S cuyo valor se encuentra tabulado en las Instrucciones 
Técnicas1,3,4, o en las publicadas por la Administración competente en el lugar. 
Una vez calculada la altura física de la chimenea, se ha de calcular la altura del penacho 
que, sumada a la física, da la altura total de la chimenea, conocimiento absolutamente 
necesario para afrontar el problema de dispersión de los gases de escape. 
21.1.2 Altura del penacho 
La presencia de edificios próximos puede originar turbulencia mecánica, la cual, a su 
vez, puede llevar el penacho al nivel del suelo, especialmente cuando la chimenea se 
encuentra a sotavento del edificio y las velocidades del viento son altas. Para evitar este 
problema, la altura de las chimeneas ha de ser de 2 a 2,5 veces la altura de las estructuras 
próximas, como mínimo. 
Ya que las fórmulas de dispersión que se utilizan habitualmente se han deducido a partir 
de un terreno llano, en cada caso específico habrá que tener en cuenta las irregularidades 
del terreno, entre otras variables propias del lugar. 
Dinámica de gases 
626 
El penacho de una chimenea se eleva algo por encima de su cúspide antes de nivelarse, 
tal como se muestra en la figura 21.1. Por consiguiente, la altura efectiva de chimenea H 
es no solo la altura física de la misma h, sino además la elevación del penacho h∆ , o 
sea:  
H h h= + ∆ (21.1) 




V d T dh P
V T
−
  ∆ ∆ = +  
    
(21.2) 
donde 𝑉𝑉𝑔𝑔 es la velocidad del gas de chimenea (m/s); 𝑉𝑉𝑣𝑣  es la velocidad del viento (m/s); 
d es el diámetro interior de la chimenea; P es la presión atmosférica en milibares; T∆ es 
la diferencia de temperatura entre el gas de chimenea y el aire en K, y Tg es la temperatura 
del gas de chimenea. 
La ecuación 21.2 es válida siempre que las condiciones meteorológicas sean neutras. 
Para condiciones inestables, habrá que multiplicar h∆ por un coeficiente de valor entre 
1,1 y 1,2 y, para condiciones estables, el valor del coeficiente multiplicador se encuentra 
entre 0,8 y 0,9. 
Otra de las ecuaciones propuestas para el cálculo de la elevación del penacho es la de 






   ∆
∆ = +        
 (21.3) 
Ambas ecuaciones 21.2 y 21.3 aportan una estimación conservadora de ⧍h cuando se 
utilizan en estudios de dispersión. 
 Fig. 21.1. 
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21.2 Dispersión del penacho en la atmósfera 
De hecho, el fenómeno que se trata en este apartado es la dilución y la dispersión simul-
tánea de los contaminantes transportados por el penacho surgido de una chimenea a me-
dida que aumenta su diámetro como resultado del arrastre y de la mezcla de aire del 
ambiente por el cual se mueve: la atmósfera. 
La presencia de estos contaminantes en el aire respirable es lo que se conoce como po-
lución atmosférica. Para prever el potencial de polución del aire, y concebir programas 
de atenuación y prevención, puede ser sumamente útil tanto conocer los fenómenos me-
teorológicos como comprender los factores variables que determinan el tiempo meteo-
rológico. Con la información procedente de un inventario de emisiones y con las 
velocidades de dispersión atmosférica, es posible estimar, en casos concretos, los niveles 
de contaminación de aire con un cierto grado de fiabilidad. Una acción previa necesaria 
es analizar el lugar donde se producen las emisiones contaminantes para identificar si 
aquella área es o no la más adecuada o favorable para los procesos de dispersión atmos-
férica. A tal efecto, puede ser de gran ayuda determinar la máxima profundidad de mez-
cla de un entorno ambiente. 
21.2.1 Máxima profundidad de mezcla  
La máxima profundidad de mezcla (en inglés, MMD) puede estimarse representando la 
máxima temperatura de la superficie y trazando una línea paralela al gradiente vertical 
adiabático seco desde el punto de máxima temperatura de superficie hasta el punto en 
que la línea se interseca con el gradiente vertical ambiente a primera hora de la mañana  
(v. figura 21.2). 
 
Para simular el fenómeno de la dispersión de contaminantes en la atmósfera, se han desa-
rrollado varios modelos que permiten obtener estimaciones de concentración de contami-
nantes, ya sea en el penacho desde un foco elevado, o bien al nivel del suelo. Entre las 
ecuaciones más útiles, destacan las desarrolladas por Sutton, Pearson y Pasquill y Gifford.2 
Con base en la ecuación general sugerida por Pasquill y modificada por Gifford, la con-
centración C de un gas o de un aerosol (< 20 μ), calculada al nivel del suelo a una dis-
tancia x viento abajo, suponiendo que el penacho tiene una distribución de concentración 
de tipo Gauss en las direcciones y, z, viene dada por: 
 Fig. 21.2.2 
 





2 2xy z yv z y
m H yC exp exp
V σ σπ σ σ




 C, concentración de contaminantes (g/m3) 
 ,m  flujo másico de emisión contaminante (g/s)  
 vV , velocidad media del viento (m/s) 
 yσ , desviación estándar de concentración en el penacho según la horizontal, 
evaluada en términos de la distancia viento abajo x (m) 
 yσ , ídem, según la vertical 
 H,  altura efectiva de la chimenea (m) 
 x, distancia viento abajo a lo largo de la línea central media del penacho desde 
el foco puntual (m) 
 y,  distancia a través de la corriente de viento desde la línea central del penacho 
(m) 
Si se necesitan únicamente las concentraciones a lo largo de la línea central del penacho, 
la ecuación 21.4 se simplifica tomando y=0 y, para un foco emisor al nivel del suelo, 
H=0 . 
Los valores de yσ  y zσ  son no solo una función de la distancia viento abajo, sino tam-
bién de la estabilidad atmosférica. En las figuras 21.3 y 21.4, están representados los valores 
de ambas desviaciones estándar para varias distancias viento abajo x, y las diferentes catego-
rías de estabilidad se resumen como categorías generalizadas en la tabla 21.1. 
A la vista de las ecuaciones 21.2 a 21.4, se concluye que el viento es uno de los vehículos 
importantes en la distribución, el transporte y la dispersión de contaminantes del aire. La 
velocidad del viento determina el tiempo del trayecto de una partícula a un receptor y tam-
bién la tasa de dispersión de contaminantes del aire. Suponiendo una velocidad del viento 
de 1 m/s y una fuente que emite 5 g/s de contaminantes, la concentración de contaminantes 
en el penacho es de 5 g/m3. Si la velocidad del viento aumentase a 5 m/s, la concentración 
de contaminantes desde la misma fuente se reduciría 1 g/s. 
Tipos Pasquill de estabilidad 
Velocidad 




Radiación solar incidente  
Fuerte Moderada Ligera Mayoritariamente cubierta 
Mayoritaria-
mente despejada 
<2 A A-B B   
2 A-B B C E F 
4 B B-C C D E 
6 C C-D D D D 
>6 C D D D D 
A: Muy inestable D: Neutra 
B: Moderadamente inestable E: Ligeramente estable 
C: Ligeramente inestable F: Moderadamente estable 
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Ejemplo 
Una planta termoeléctrica quema 6 Tm de carbón por hora y descarga los productos de 
combustión por una chimenea cuya altura estructural es de 200 m, con 1 m de diámetro 
interior. 
El carbón tiene un contenido de azufre del 4,2 % y la velocidad del viento en el extremo 
de la chimenea es de 6 m/s. Las condiciones atmosféricas son entre moderadamente y 
ligeramente estables. El gas de chimenea es emitido a la atmosfera, cuya temperatura es 
de 13ºC y la presión, de 1.000 mbar, a la temperatura de 149 ºC y a una velocidad de 9 
m/s. 
Calcula: 
1. La altura efectiva de la chimenea. 
2. La máxima concentración de SO2 al nivel del suelo y la distancia desde el centro de 
la chimenea en que se produce este máximo. 
3. Las concentraciones al nivel del suelo a una distancia de 3 km a sotavento en la línea 
central del penacho y a una distancia de 0,4 km a través del viento a cada lado de la línea 
central. 
Resolución: 
1. La altura efectiva de la chimenea es H h h= + ∆ h , donde:  
31,5 2,68.·10 .g
v g
V d Tdh P
V T
−
  ∆ ∆ = +      
 
Dado que 149 13 136 KT∆ = − =  y 273 149 422 KgT = + = , sustituyendo valores se 
obtiene:  
39,.1 136.,11,5 2,68.·10 .1.000 3,546 m
6 422
h −
  ∆ = + =  
  
 
La altura efectiva de la chimenea es 200 3,546 203,546 mH = + =  






2x v z y
m SO HC exp
Vπ σ σ σ
   = −  
   

  (1) 
donde ( ) ( )2 2.·m carbónm SO =  , pues ( ) ( ) ( )2 232 32 64S O SO+ = . 
Sustituyendo valores, se obtiene: ( )2m 2.·6.000.·4,2 /100.·3.600 0,14 kg / sSO = =  
Por otra parte, considerando la atmósfera del tipo C a la cual corresponde una relación 
/z yσ σ  constante en distancias de hasta 1 km desde la chimenea, la máxima concen-
tración al nivel del suelo ocurre en 0,707.· ,;z Hσ =  por consiguiente, su valor es 
143,9 m. 
Chimeneas: altura y dispersión del penacho  
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Para este valor de zσ  la figura 21.4, curva C, da 2.750 mmaxx ≅  y, para esta distan-
cia, la figura 21.3, curva C, da 275 myσ = . 
Sustituyendo valores en la ecuación 1, la concentración máxima de contaminantes al 









   = − = 
   
 
3. Aplicando el mismo procedimiento, se tiene: 
A la distancia 3.000 mx = , 0z = , el valor de los coeficientes es:  
170 m, 300 mz yσ σ= =  









  = − =  
   
 
 




0,14.·1.000 1 203,546 1 400exp 2,923.·10  g / m




      = − − =      
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 La dependencia de la presión y la temperatura en el estado de gas ideal se puede 
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ANEXO II. Capa límite: 
 parámetros y ecuaciones básicas 
II.1 Parámetros
Habida cuenta de que en muchos problemas de dinámica de gases es necesario conocer 
y prever los efectos de la capa límite en las características de los flujos de masa, de can-
tidad de movimiento, de calor, etc., es conveniente conocer, aunque con un alcance for-
zosamente limitado, los métodos de cálculo de la capa límite que no se desprende. 
Tratándose de las condiciones más habituales, en este anexo se estudia la capa 
límite turbulenta, en particular, de los flujos axisimétricos. 
Considérese un conducto axisimétrico de eje X y un punto Q cualquiera de su 
contorno. Sean x, y dos ejes locales asociados al contorno del conducto, e Y la 
distancia de Q al eje. 
El conducto se caracteriza, en general, por la condición kδ << 1, donde k es la curvatura 
de la pared en Q y δ  es el espesor de la capa límite en dicho punto (v. figura AII.1a). 
De la condición anterior se deriva, según Prandtl, 1/ <<∂∂ yp  para y δ<< . Así, las 
ecuaciones de la capa límite se escriben:  
Continuidad  
( ) ( ) 0uY vY
x y
ρ ρ∂ ∂+ =
∂ ∂
  (II.1) 
Cantidad de movimiento 
( ) ( )21 1 ee e duu Y uvY uY x Y y dx y









 ( ) ( )0 0
1 1uh Y vh Y u q
Y x Y y y
ρ ρ τ∂ ∂ ∂  + = − ∂ ∂ ∂  





donde u, v son las componentes de la velocidad media local; ρ  es la densidad media 
local; h0 es la entalpía de remanso media local (h0 = h + u2/2); τ es la tensión de roza-
miento turbulento; q  es el flujo específico térmico medio, y ee u,ρ son los valores de 
densidad y velocidad del fluido en y = δ . 
Dado el conocimiento insuficiente de qy τ en flujo turbulento, la integración de las ecua-
ciones AII.1 a AII.3) se lleva a cabo, en muchos casos, por métodos aproximados. Estos 
métodos, inspirados por Prandtl y Von Karman, consisten en integrar las ecuaciones ge-
nerales sobre el espesor δ y deducir las condiciones que han de satisfacer ciertos pará-
metros globales que se introducen en el curso de la integración. Estos parámetros son: el 
espesor de desplazamiento, *δ ; el espesor de la cantidad de movimiento, **δ , y el espe-
sor de energía,∆ . 
Sus definiciones son: 













 ∫   (II.4) 
 ** 1u u dy


















∆ = − 
 ∫   (II.6) 
Para ver el significado de cada uno de estos parámetros y su relación con el espesor de 
desplazamiento, se integra la ecuación de continuidad: 
( ) ( )
0 0
0uY dy vY dy
x y
δ δ
ρ ρ∂ ∂+ =
∂ ∂∫ ∫  
y, teniendo en cuenta las condiciones en los límites: u = v = 0, y = 0; u = ue, v = ve, y = 
δ, resulta: 








duY dy uYdy u Y
x x dx
δ δ
δρ ρ ρ∂ ∂= −
∂ ∂∫ ∫   (II.7) 
Ahora, teniendo en cuenta la definición de *δ , se obtiene: 
 ( ) ( )* * lne e e
e
v d d u Y
u dx dx
δ δ δ ρ= − −   (II.8) 
Para interpretar esta condición, obsérvese que el primer miembro representa la pendiente 
del flujo exterior con respecto a la pared ( / )e ev uδϕ =  ( ee uv /=δϕ ) en la frontera 
( )δ  de la capa límite. 
Conocidos ( )xδ , ( )* xδ  y e euρ , la ecuación AII.8 da la condición que ha de cumplir el 
flujo exterior no viscoso sobre la línea frontera ( )δ  a fin de que se satisfaga la conser-
vación del flujo másico, de modo que, en un cálculo exacto del flujo no viscoso, es pre-
ciso sustituir la condición habitual v = 0 en la pared por la condición precedente escrita 
sobre la línea ( )δ . 








= , escrita sobre y= *δ . 
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Para tener en cuenta este efecto, basta con calcular el flujo no viscoso después de haber 
desplazado la pared hacia el interior el espesor *δ , tal como se muestra en la figura 
AII.1c. Esta es la razón por la cual se denomina efecto de desplazamiento. 
En cuanto a la ecuación integral de las cantidades de movimiento, aplicando la misma 
técnica de integración, resulta: 
( ) ( ) [ ]2 0 01 ee e duu Y dy uv u dyY x dx
δδρ ρ ρ τ∂ + = +
∂∫ ∫  





e e e e e p
du
u Y dy u v u
Y x dx
δ
ρ ρ ρ δ τ∂ + − = −
∂∫  
A partir de la ecuación AII.8 y de la definición de **δ , se obtiene, después de algunas 
transformaciones, la condición integral de las cantidades de movimiento: 
 ( )2
1 lnp e e e
ee e
dud H d u Y
dx u dx dxu
τ δ δ ρ
ρ
∗∗
∗∗  += + + 
 
  (II.9) 
donde H es el factor de forma del perfil de velocidades y de temperaturas en la capa 
límite. 
La ecuación diferencial ordinaria AII.9 se puede integrar paso a paso a lo largo de la 










= .  





q ds d u Y





  (II.10) 
Esta ecuación puede integrarse también paso a paso si se puede expresar el primer miem-
bro en función de otros parámetros de la capa límite. 
De hecho, esta ecuación es sustituida con frecuencia por una hipótesis sobre la relación 
/ pq τ . 
II.2 Métodos de cálculo 
Existen numerosos métodos de cálculo de la capa límite a partir de las ecuaciones prece-
dentes. Todos tienen puntos en común y difieren solo generalmente en las hipótesis em-
píricas elegidas. Son conocidos como métodos integrales y requieren definir el 
movimiento en la capa límite a través de un perfil de velocidades. 
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Aparte de estos métodos, hay otros que aportan soluciones elementales, como el pro-
puesto por Crocco y Busemann, o el de Howarth y Stewartson, específico para los flujos 
con gradientes de presión, en el caso de las capas límites laminares, y los métodos de 
Eckert,1 Van Driest,2 Sommer y Short,3 entre otros, para la capa límite turbulenta. Por 
otra parte, dadas la gran capacidad y rapidez de cálculo de los actuales ordenadores, na-
turalmente son muchos los problemas de capa límite que hallan solución por resolución 
numérica de las ecuaciones fundamentales a partir de su discretización numérica por el 
método de las diferencias finitas, el método de los elementos finitos y el método del vo-
lumen finito. Su consideración queda fuera del alcance de este libro. 
Por su interés en relación con el diseño de las toberas, exponemos brevemente el método 
propuesto por R. Michel.4 
Las hipótesis de partida son las siguientes: 






 =  
 
         (II.11) 
b) El perfil de temperaturas está relacionado con la distribución de velocidades por la 
ley de Crocco modificada: ( ) ( )
2
p f p e f
e e
u uT T T T T T
u u
 
− = − + −  
 
                   
(II.12) 
donde Tf representa la temperatura de equilibrio adiabático de la pared. 



















 (II.13)  
La función g se calcula por el método de la temperatura media T ′de Eckert, que permite 
tener en cuenta los efectos de la compresibilidad. Esta función está representada en la 
figura AII.2.  
El método de Eckert consiste en admitir que la capa límite compresible se comporta 
como una capa límite incompresible de temperatura uniforme T ′media, función de
,  y p fT T Tε . 
Resulta, pues, necesario conocer la distribución de temperaturas parietales pT , o sea, para 
todo x en y = 0, u = 0.  
El flujo de calor en la pared viene dado por  
 ( ) 1p p f
ep p
T uq T T
y u y
λ λ
   ∂ ∂
= − = −   ∂ ∂   
   (II.14) 
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Para flujos acelerados (n ∼ 7), las hipótesis (a) y (b) permiten calcular, aceptando que la 
capa límite es isóbara, T Te eρ ρ= , los espesores
* **yδ δ y su relación H. R. Michel 
propone la expresión: 






= + +   (II.15) 
Gracias a las diversas hipótesis, desde el momento en que se conocen el flujo exterior 
( )p xe  y ( )u xe  y la distribución de temperaturas parietales ( )pT x , la ecuación integral 
AII.9 contiene como única incógnita δ** y, por consiguiente, puede ser integrada paso a 
paso, dando ( )xeδ   y  ( )
* **  x Hδ δ=   . 
II.3 Efectos de la capa límite sobre el campo de flujo 
Los principales efectos de la capa límite sobre el flujo viscoso en contacto con un con-
torno sólido son el retardo de la velocidad del fluido en la proximidad al contorno, donde 
deviene cero, y la separación de la corriente. Ambos se traducen en una modificación de 
las ecuaciones que cuantifican el caudal o el flujo másico, por una parte, y las fuerzas 
rasantes que se originan en la interfaz fluido-sólido, por otra. El campo de presión dentro 
de la capa límite no se modifica pero, al quedar modificada la “dimensión efectiva” del 
cuerpo con el cual el fluido está en contacto, el efecto sobre el campo de presión puede 
ser notable, como en los casos de flujo transónico e hipersónico. 
En caso de cuerpos delgados, la relación de espesor del cuerpo 𝑟𝑟𝑒𝑒  y el número de Mach 
de la corriente libre definen, por criterios de semejanza, el siguiente coeficiente de pre-
sión en un punto de dicho cuerpo: 
En caso de régimen transónico:  
 









M M rγ γ
 
− =  
   + +   
  (II.16) 
En caso de régimen hipersónico:  
 ( )2 2 1p e eC r f r M= −   (II.17) 
La aplicación de las ecuaciones AII.16 y AII. 17 al efecto de desplazamiento de la capa 
límite sobre una placa plana requiere sustituir re   por * /lδ , donde l denota la longitud 





ν γδ α β − = +  
  (II.18) 
donde α y β son constantes que dependen de la ley de viscosidad-temperatura, el número 
de Prandtl, etc. 




cida, debida al creci-
miento de la capa 
límite cerca del borde 






El valor de * / lδ  depende del régimen de flujo. Así, para valores del número de Mach 
iguales o inferiores a la unidad, se tiene * / 1/l Reδ = , mientras que, para 1M  , la 
dependencia se expresa ( )* 2/ 1 /l M Reδ γ= − .  

















 −  + =   
 + 











 − =  
−   
 , para M>>1 (II.20) 
 
En la figura AII.3, se muestran algunos resultados de la medición del efecto en un flujo 
hipersónico. La presión inducida cerca del borde de ataque de una placa plana es consi-
derablemente más alta que su valor en la corriente libre, pero decae corriente abajo prác-
ticamente como x-½. 
No obstante, cuanto ha sido expuesto, conviene tener presente que, en las capas límites 
que aparecen en los problemas de toberas supersónicas, el flujo se da a números de Rey-
nolds altos (muy turbulentos) cuya capa límite es muy delgada, de modo que, para su 
espesor de desplazamiento, se puede tomar el valor clásico de la placa plana como una 
buena aproximación. 
La existencia de la capa límite se traduce en un efecto de desplazamiento del flujo no 
viscoso, de suerte que, en el caso de las toberas, por ejemplo, el cálculo del flujo másico 
debe realizarse teniendo en cuenta que su diámetro o su ancho está reducido por el valor 
de dicho espesor, que se ha de calcular por la ecuación AII.19 de Von Karman. 
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De ello resulta la necesidad de aplicar, a la ecuación del flujo másico, un factor de co-











II.4 Interacción onda de choque-capa límite 
En los flujos supersónicos e hipersónicos, la influencia de la capa límite sobre la corriente 
externa suele denominarse interacción onda de choque-capa límite, ya que la presencia de 
la capa viscosa provoca la aparición de nuevas ondas de choque o la alteración de las ya 
existentes. El elevado gradiente de presión que produce la onda de choque altera conside-
rablemente el flujo en la capa límite, particularmente si es laminar. 
 
 
La presencia de la capa de cortadura cerca de la pared extiende el salto de presión de la 
onda de choque a una región considerable que, en algunos casos, llega a ser cincuenta 
veces el espesor de la capa límite y afecta incluso al flujo corriente arriba. 
La figura AII.4 ilustra la reflexión de una onda de choque que surge de una pared con 
capa límite. Se observa un rebufo que se extiende corriente abajo a partir del punto triple 
debido a la diferencia de entropía en las líneas de corriente a ambos lados de dicho punto. 
Fig.II.4. 
Fotografía Schlieren 
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II.5 Separación de la capa límite 
Por separación, se entiende el alejamiento brusco de la pared de la capa límite de un 
flujo que antes estaba en contacto con ella. De este alejamiento, resulta una interacción 
significativa con el flujo de la corriente libre: un aumento brusco del espesor de la región 
de flujo rotacional próxima a una pared y valores significativos de la componente de 
velocidad normal a ella. Esta interacción no deseada causa una reducción en las presta-
ciones de cualquier dispositivo que opera con el flujo que experimenta la separación 
como, por ejemplo, una pérdida de elevación de la presión del fluido en un difusor. 
Para un flujo bidimensional estacionario de corriente libre sobre superficies currentilí-
neas, la separación empieza de forma intermitente en una localización dada, es decir, la 
inversión del flujo en dicha región ocurre solo en una fracción del tiempo total. 
Definida la fracción del tiempo γpu  como la fracción positiva de una distribución de 
probabilidad de velocidad en el sentido de la corriente, en función de la correspondiente 
al flujo que prosigue corriente abajo hay un conjunto de definiciones cuantitativas sobre 
el estado de desprendimiento cerca de la pared de capas límites turbulentas estacionarias 
de corriente libre, como: el desprendimiento estacionario (ID), que ocurre con un reflujo 
instantáneo el 1 % del tiempo (γpu = 0,99); el desprendimiento transitorio intermitente 
(ITD), que ocurre con un reflujo instantáneo el 20 % del tiempo (γpu = 0,80); el despren-
dimiento transitorio (TD), que ocurre con un reflujo instantáneo el 50 % del tiempo 
(γpu = 0,50), y el desprendimiento (D), que ocurre donde la tensión de cortadura parietal 
promediada en el tiempo 𝜏𝜏𝑤𝑤��� es 0. Los datos disponibles indican que TD y D ocurren en 




La longitud de la región entre los puntos ID, ITD, TD, y D depende de la geometría y 
del flujo, pero las definiciones de estos puntos son las mismas (v. figura AII.5). 
La línea de trazos indica la localización, donde U = 0. 
Fig.II.5. 
 Esquema tradicional 
de la capa límite turbu-
lenta separada6 
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Para superficies planas o de pequeña curvatura, el flujo medio corriente arriba de ID 
obedece a la “ley de la pared” y a la “ley de la estela”, en la medida que la tensión de 
cortadura máxima maxuuρ− es menor que 1,5 𝜏𝜏𝑤𝑤 . 
Cuando es mayor, se aplican la correlación de la velocidad media propuesta por Perry y 
Schofield, la “ley de la pared” y la ecuación del rozamiento parietal de Ludwieg-Tillman. 
Sandborn y Kline observaron que una familia de perfil de velocidad media del tipo “ley 
de potencia” parecía ajustar bien los datos sobre dónde aparecía un reflujo intermitente 
apreciable. 








= = −  
 
  (II.21) 
donde * /H δ θ=  y δ es el espesor de la capa límite, allí donde la velocidad es 0,995 U. 
 
En la figura AII.6, se muestra la relación entre h y * /  δ δ . 
A medida que una capa límite turbulenta se enfrenta a un gradiente de presión adversa, 
el flujo cerca de la pared se desacelera hasta que se produce primero un pequeño reflujo 
en el desprendimiento incipiente.  
Pequeños elementos tridimensionales de flujo se mueven corriente arriba una cierta dis-
tancia y, más tarde, son transportados corriente abajo. Estos reflujos ocurren en regiones 
Fig. II.6. 
Gráfica de h vs 
* /δ δ  para flujos 
con desprendimiento y 
readherencia6 
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de poca energía cinética y son causados por fuerzas que surgen de las estructuras de gran 
escala y del gradiente de presión adversa. 
Cuando 𝛾𝛾𝑝𝑝𝑝𝑝 > 0 y −𝑢𝑢𝑢𝑢���� ≈ 0 en el reflujo, el perfil de velocidad del tipo “ley de la pared” 
basado en una tensión de cortadura en la pared deja de ser válido.  




U y yA ln
U N N
 
= − − − 
 
  (II.22) 
donde A = 0,3, UN es la máxima velocidad negativa y N es su distancia a la pared. 
Esta ecuación describe bien el perfil de velocidad de la región media del reflujo medio 
( )0,02 / 1,0, donde / 0,06y N N δ< < ≤ . Para / 1,0y N > , la ecuación AII.22) no des-
cribe bien el perfil de velocidad media. 












−≈ , en 
que 
( )N rU L XRe
ν
−
=  y ( )rL X−  es la distancia corriente arriba de la localización 
donde el flujo vuelve a adherirse a la pared. 
Por último, conviene tener presente que los efectos de curvatura de pared significativa 
no están bien descritos cuantitativamente, si bien la mayoría de los fenómenos de sepa-
ración ocurren sobre superficies curvadas. 
El desprendimiento a partir de paredes muy divergentes conduce a un gran ahogo transi-
torio de difusores y capas de cortadura batientes alrededor de cuerpos encrespados. 
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III.1 Fundamentos  
El método de las características permite calcular el flujo perturbado de un gas ideal, lo 
cual permite diseñar correctamente los contornos de la tobera para el régimen supersó-
nico, así como determinar los parámetros del flujo supersónico sobre cuerpos bidimen-
sionales y axisimétricos, cuyas ecuaciones de flujo resuelve. 
Sea un movimiento bidimensional estacionario de un gas sin efectos de viscosidad. La 
ecuación diferencial fundamental de la dinámica de gases se escribe: 
  ( ) ( )2 2 2 21 1 2 2 2 11 1 2 2
1 2 1 2 1 2
0 ; 0u u u u u uu a u u u a
x x x x x x
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + + + − = − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
  (III.1) 
donde u1 y u2 son las componentes de la velocidad del fluido según las direcciones x1, 
x2. 
Si ( )2 2 21 2 / 1u u a+ > , las ecuaciones son de tipo hiperbólico y sus soluciones se obtienen 
numéricamente por el método de las características. 
Las características son líneas sobre el plano x1, x2, a lo largo de las cuales se propaga la 
perturbación y sobre las cuales la derivada normal de las variables dependientes u1, u2 
puede ser discontinua. Para las ecuaciones del tipo III.1, las características son las líneas 
de Mach. Sobre las características, o líneas de Mach, las variables dependientes satisfa-
cen una cierta relación, conocida como relación de compatibilidad. 
Tomemos, por conveniencia, un sistema natural de coordenadas en que la velocidad se 
expresa en términos de su magnitud y dirección (V, θ ), y las variables independientes, 
por las coordenadas de línea de corriente (s, n) (v. figura III.1). Las ecuaciones combi-













  (III.3) 




Aquí, la dirección característica, o de Mach, está introducida explícitamente por la ex-
presión: 
 2 2cot 1Mµ = −   (III.4) 
Introduciendo ahora la función de Prandtl-Meyer,ν , que es una medida adimensional de 
la velocidad definida por 
cot dV
V








∂ ∂ − = ∂ ∂
∂ ∂ − =
∂ ∂ 
  (III.5) 
 
La relación de compatibilidad entre yν θ  se establece volviendo a escribir las ecuacio-
nes anteriores en un sistema coordenado ( ),ξ η , que consiste en la red de líneas de Mach 
que se muestra en la figura III.2. La relación entre ambos conjuntos de coordenadas viene 
establecida por el hecho de que las líneas de Mach están inclinadas los ángulos µ±  con 
respecto a la línea de corriente. 
 






, mientras que a lo largo del sistema de coordenadas de la línea de corriente 
tenemos:   
f f f f nf s n s
s n s n s
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Comparando las dos ecuaciones. resulta: 
f f f n
s s n s
η
η
∂ ∆ ∂ ∂ ∆
= +
∂ ∆ ∂ ∂ ∆
 
que, de acuerdo con la geometría mostrada en la figura, se puede escribir de la forma: 







  (III.6) 
y, en la otra dirección (de P a P"): 







  (III.7) 
Las ecuaciones III.6 y III.7 aportan las reglas que relacionan las derivadas de cualquier 
función f en los dos sistemas de coordenadas. Añadiendo y sustrayendo las ecuaciones 
III.5, se obtiene: 
( ) ( )





ν θ µ µ θ
ν θ µ ν θ
∂ ∂ − + − = ∂ ∂
∂ ∂ + − + =
∂ ∂ 
 
Comparándolas con las reglas de derivadas, se obtiene: 











cuya integración da: 
 Rν θ− = , constante a lo largo de la característica η  (III.8) 
 Qν θ+ = , constante a lo largo de la característica ξ  
Estas son las relaciones de compatibilidad entre ν  y θ . Q y R reciben el nombre de 
invariantes de Riemann. 
Las relaciones de compatibilidad, en general, se obtienen de forma diferencial y no siem-
pre pueden ser integradas de forma tan conveniente como la anterior. 
(Ver [CH56] y [LR57]) 
 
III.2 El método de cálculo 
El método de cálculo se ilustra en la figura III.3. Como quiera que el problema de las 
características se ha formulado en términos de la función ν de Prandtl-Meyer, para en-
contrar las soluciones es conveniente trabajar con ν , en lugar de V. Una vez resuelto el 
problema, se pueden convertir los valores de ν  en M,µ , V/a*, P/P0 o cualquier otra 
variable del flujo supersónico (v. tabla AI.5). 




La figura III.3 ilustra el método de cálculo. Véase, por ejemplo, cómo se calculan las 
condiciones en un punto arbitrario P a partir de una curva de datos tal como A, B. 
Por el punto P, pasan dos características, ηξ , , que cortan la curva de datos en los puntos 
A, B, respectivamente. En dichos puntos, se conocen M,θ (curva de datos) y, por tanto, 
Q y R. Es evidente que, en A y P, Q3 = Q1 y, en B y P, R3 = R2, de lo cual resulta: 
3 3 1 1ν θ ν θ+ = +             ( ) ( )3 1 2 1 21 12 2ν ν ν θ θ= + + −                ( )
1
2
Q Rν = +  
3 3 2 2ν θ ν θ− = −            ( ) ( )3 1 2 1 2
1 1
2 2
sθ ν ν θ θ= − + +              ( )1
2
Q Rθ = −   
Esto sería suficiente si los puntos A, B, P estuviesen muy próximos, pues de lo contrario 
la solución todavía no es completa, ya que la localización de las características no se 
conoce de antemano. 
La exactitud de la construcción depende del tamaño de la malla, que conviene que sea el 
mínimo posible sin que se requiera un número excesivo de iteraciones. En el caso de la 
figura, se muestra cómo se llega a caracterizar el punto P con mayor precisión a base de 
determinar las características que pasan por los puntos 1, 5, 8, por una parte, y 2, 9, 10, por 
otra. Se trata de un cálculo que prosigue hacia fuera a partir de la curva de datos. 
Hasta aquí se ha considerado el caso en que se parte de una curva de datos; sin embargo, 
son otras muchas las condiciones que pueden presentarse: punto interior, contorno só-
lido, contorno libre y presencia de choque, entre otras (v. figura III.4). 
 
Fig.III.3. 
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En el caso de un contorno sólido el valor de Q se obtiene a partir del punto 1 y el valor 
de 3θ  viene dado. En el caso de frontera libre, viene dado el valor de ν . Cuando apare-
cen choques, se requiere calcular las características en un punto detrás del choque, por 




A partir del punto 1, se obtiene la magnitud R; la otra está determinada por las ecuaciones 
de choque como relación entre 33 θν y .  
Determinadas las condiciones en el punto 3, se calcula el ángulo de la onda de choque,
β , que se utiliza para trazar el siguiente segmento de la onda de choque.   
La figura III.6 es un ejemplo de construcción de las características en un canal plano 




III.2.1 Flujo plano 
Para el flujo plano supersónico, las relaciones de compatibilidad son: 
Qν θ+ =  , sobre las características ξ  
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Estas relaciones son independientes de la geometría específica del flujo, ya sea de región 
general o no simple, región simple –algunas veces denominada onda– o región uniforme, 
o bien de estado constante. 
 
En la región general, o no simple (v. figura III.7), las características son curvas, y cada 
una corresponde a un valor de R o bien Q.  
El valor de yν θ  en la intersección de dos características cualesquiera se encuentra 
como solución de las ecuaciones: 
( )1
2
Q Rν = +  ; ( )1
2
Q R sθ = −   
A lo largo de una característica η, R es constante, de manera que los cambios en ν y θ 
dependen únicamente de los cambios en Q, que se deben al cruce de características ξ.  
Así: 1
2
Qν θ∆ = ∆ = ∆  
Análogamente, siguiendo una característica ξ, se tiene 1
2
Rν θ∆ = ∆ = −∆  En resumen: 
los cambios que experimenta el flujo pueden determinarse fácilmente una vez conocidos 
los valores de R y Q sobre las características. 
Los otros casos son: 
Región simple, o bien onda simple, definida por la condición de que uno de los invarian-
tes, Q o bien R, es constante en toda la región (v. figura III.8). Si, por ejemplo, todas las 
características η tienen el mismo valor R0, ν y θ son individualmente constantes a lo 
largo de una característica ξ y, por tanto, ha de ser recta. Los cambios que experimenta 
el flujo al atravesar las características rectas están relacionados por ν∆ = ±∆ θ . 
 
Fig.III.7.  
 Características en una 
región no simple 
Fig.III.8. 
 Características en 
una región simple 
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Región uniforme, definida por valores constantes de Q y de R. Entonces, ν y θ son uni-
formes y ambos conjuntos de características son líneas rectas que forman una red paralela 
(v. figura III.9). 
  
  
III.2.2 Flujo axisimétrico 
El flujo axisimétrico está definido en términos de solo dos variables independientes y 
dos dependientes. 
 
La figura III.10 muestra una célula del campo de flujo axisimétrico en coordenadas na-
turales (a) y la red de características (b).  
Las ecuaciones del movimiento son:  
2cot w sen
w s n r
































  (III.9)Las ecuaciones III.9 solo pueden integrarse 
numéricamente puesto que está implicada la geometría del flujo a través de la variable r. 
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ν θ µ η− + = ∆  
donde 23η∆  y 13θ∆  son longitudes de segmento a lo largo de las características η y 𝜉𝜉. 
 











ν ν θ θ µ ξ µ η
 
+ − − + ∆ + ∆ 
 
 







θ ν ν θ θ µ ξ µ η
 
= − + + + ∆ − ∆ 
 
 
La aplicación de estas ecuaciones requiere un conocimiento de las distancias radiales de 
los puntos en cuestión y las longitudes de los lados de malla. 
 
III.2.3 Cálculo con ondas finitas, débiles 
En otro capítulo, se ha explicado cómo se analizan los flujos supersónicos utilizando 
ondas; aquí se expone cómo, si la onda es débil, el método de cálculo con ondas puede 
sustituir el método de las características. Ahora bien, si los métodos son equivalentes 
bien es verdad que son algo diferentes; en particular, hay que tener presente que las ca-
racterísticas no son ondas, y al revés. La diferencia y la semejanza entre ellas se ilustran 
en la figura III.11. 
 
 
El método de ondas débiles consiste en sustituir el contorno o una línea de corriente 
continua por una serie de segmentos uniformes en escalón. Los abanicos de expansión, 
que se originan en las esquinas, dividen el campo en segmentos de flujo uniformes. Como 
son ondas simples, los cambios en el flujo a través de ellas están relacionados, de manera 
que se satisface ν θ∆ = ±∆ . Una aproximación consiste en sustituir el abanico por una 
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III.2.4 Interacción de ondas 
La utilización de ondas débiles finitas para la construcción del campo de flujos planos es 
válida siempre que la desviación del flujo θ∆  que la onda produce no se vea afectada 
por la intersección con otras ondas. La figura III.9 ilustra esta condición: la intersección 
de una onda con otras no cambia su dirección original.  
Si no es así, en cada una de las celdas del campo de flujo constituida por intersección de 
ondas de distinto signo hay que calcular la desviación del flujo producida por la inter-
sección con otra (v. figura III.12). Si m  es el número de inter-secciones de una onda de 
dirección η con ondas de dirección 𝜉𝜉 y n  el número de inter-secciones de una onda de 












A su vez, se incrementa ν en la cuantía 1 1 1
m n
i ii i
ν ν δ δξ η= + +∑ ∑= =
. 
Si todas las ondas son de la misma intensidad, es decir, 1ºiδ = , entonces: 
1 m nθ θ− = −  ;  1 m nν ν− = +  
Si se han de incluir ondas de compresión, es necesario introducir una notación adicional. 
Por ejemplo, si el flujo cruza 𝑘𝑘 ondas de compresión del tipo ξ y 𝑙𝑙 del tipo η, entonces 
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1 m n k lθ θ− = − − +   
1 m n k lν ν− = + − −  
Otros criterios necesarios para construir la red de flujo son la reflexión y la cancelación 
de onda. La figura III.14 ilustra cómo se producen la reflexión de onda y la cancelación. 
En la reflexión, una onda de tipo 𝜉𝜉 cambia a onda del tipo η con la misma intensidad de 
giro para mantener la misma dirección de flujo, mientras que, en la cancelación, el giro 
asegura que la dirección del flujo sea paralela al contorno. 
 
En la figura III.15, se muestra la aplicación del método de cálculo con ondas débiles al 
diseño de una tobera supersónica con la condición de que, en la sección final del difusor 




III.3 Desarrollo simplificado del método de las características  
En una tobera de perfil determinado, es raro que el flujo en la salida satisfaga la teoría 
unidimensional. El cálculo exacto del empuje requiere entonces un estudio del flujo en 
la tobera por el método de las características, teniendo en cuenta los efectos de la capa 
límite. A continuación, explicamos brevemente en qué consiste este método de cálculo, 
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Las ecuaciones generales en los ejes ortogonales 11 , yx , respectivamente paralelo y 
normal a la velocidad V









+ + = ∂ ∂ 
  (III.10) 





ρ ∂ ∂+ =
∂ ∂
  (III.11) 





θρ ∂ ∂+ =
∂ ∂
  (III.12) 
 
 
Por otra parte, al tratarse de un flujo isentrópico: 
1
0s x
∂ =∂  y 
2
0 2
Vh h= +  















= =  ∂∂ 
∂
, se puede poner: 
 ( )2 , Pa Pγ ρ
ρ
=   (III.13) 



















∂ ∂ ∂ = − ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ = +
∂ ∂ ∂ 
  (III.14) 
Combinando las ecuaciones III.10, III.11, III.12 y III.13, e introduciendo el número de 
































  (III.17) 
Aplicando la transformación III.14, donde yξ η  representan las direcciones de las lí-






















  (III.19) 
La ecuación III.18 da la relación entre P y ρ  al desplazarse δη  sobre la característica 




1, .P M senc
P MyM
δ θη δθ δη
γ
−




1, P M senc
P MyM
δ θξ δθ δξ
γ
−
− = −   (III.21) 
En general, se puede aceptar que el flujo en una tobera es, en su conjunto, isentrópico 







Π =   (III.22) 
III.3.1 Método de cálculo 
Las operaciones que se realizan normalmente para determinar las características puntua-
les del flujo en una tobera son las siguientes: 
Operación (N), Operación (C), Operación (A), Operación (P) 
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Operación (N) 
Si se conocen P y θ , en primer lugar se deducen los valores de la entalpía h (P, s) y de 
la velocidad ( )2 0V h h= − . Sea mediante las ecuaciones de gas perfecto, sea también 









Así pues, se puede determinar el punto interior m como intersección de las líneas (ξ ), 
que sale de j, y ( )η , que sale de k, asimiladas a su tangente inicial. Conocidos yδξ δη  
(v. fig. III.17), las relaciones lineales ( ) ( )C y Cξ η  dan m mP y θ  en los puntos j y k.  
Operación (C) 
Si se conocen P y θ  en un punto k próximo a la pared (C) (v. figura III.18), se calcula 
kµ como antes; después se prolonga la línea de Mach ( )η , que sale de k hasta el con-
torno que corta en C. Se calcula kcδη =  y se determina θ de acuerdo con la ecuación 
del contorno; se tiene, pues, c kδθ θ θ= − , y la ecuación III.19 aplicada de k a c da
c kP P Pδ = − , de donde se obtiene cP . 
 
Operación (A) 
En este caso, los cálculos se realizan por iteración, utilizando en cada paso los valores 
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Si una línea de Mach encuentra el eje, el valor de sen y
θ  resulta indeterminado ( )0 0 , 
pues y es la distancia al eje desde dicho punto yθ es el ángulo que forma la dirección del 
vector velocidad con respecto al eje de la tobera, que es cero. En el caso de la caracterís-
tica ( )ξ , se ha de partir de la aproximación sen
y y ξ
θ θ ∂
≈  ∂ 
, o sea:  
( )y sen
M
δξδ µ δξ= − = −  








− =  ∂ 
δξ δθ= , lo cual evita la indeterminación y da 
2
2





− = . 














Consideremos, por ejemplo, una línea de Mach que encuentra en el punto P una línea de 
chorro a lo largo de la cual se conoce a priori la presión. El cálculo de k en P (descono-
cido) se lleva a cabo como en la operación (C), salvo que se conozca P en el punto P y 
que la incógnita allí sea θ . 
El punto P se obtiene por intersección de ( )η  y de la línea de corriente extrapolada a 
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Caso no isentrópico 
En este caso, el cálculo debe dar, en cada punto, las tres variables P, θ, s. Pero, como s 
permanece constante a lo largo de cada línea de corriente, viene dado inmediatamente en 
las operaciones (C), (A) y (P). 
En la operación (N), s se interpolará entre las dos líneas de corriente que salen de j y de 




Por hodógrafa se entiende el lugar geométrico de los extremos de los vectores representativos 
de la velocidad de un punto que recorre una trayectoria cualquiera. La hodógrafa se obtiene 
situando los vectores velocidad ordenadamente con relación al tiempo, con un mismo origen 
O en el espacio. El sistema de coordenadas en que las componentes de la velocidad son las 
variables independientes es el plano de hodógrafa. En este sistema de coordenadas, algunos 
problemas que son no lineales en el plano físico devienen lineales cuando son reformulados 
en el plano de hodógrafa. En el análisis del flujo isentrópico bidimensional plano estacionario, 
se puede hacer una transformación que intercambia el papel de las variables independientes 
(x e y) y las variables dependientes (u y v). La transformación conduce a un conjunto de 
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de x e y como funciones de u y v. Esta trans-
formación es conocida como transformación hodógrafa. 
A título de ejemplo, la figura siguiente ilustra la representación de soluciones antes de 
choque oblicuo, de expansión y en el plano de hodógrafa. La figura III.21a muestra el 
plano físico; la figura III.21b, el plano de hodógrafa. 
 
 
Un punto en el plano físico está localizado en el plano de hodógrafa representando sus 
componentes de velocidad (u, v). Así, un vector en el plano de hodógrafa, trazado desde 
el origen hasta el punto en cuestión, es el vector de velocidad correspondiente. Se ob-
serva, pues, que, en este caso, el campo total de flujo corriente arriba del choque está 
representado por el punto único A, mientras que el campo de flujo corriente abajo lo está 
por el punto B. Si modificamos el ángulo de desviación de la corriente θ  sin variar las 
características del flujo corriente arriba del choque ( 1 1, )U M , el punto B describe un 













Considérese el movimiento bidimensional V iu jv= +

 
, de modo que u Vcosθ= , 
v Vsenθ= . 
Supóngase que existe un potencial de velocidades θ  y definimos una función de co-


















d dx dy V dx Vsen dy
x y
d dx dy Vsen dx V dy
x y
ϕ ϕϕ θ θ
ψ ψ ρ ρψ θ θ
ρ ρ
∂ ∂ = + = + ∂ ∂ 
∂ ∂ = + = − +
∂ ∂ 
  (III.24) 
Supóngase, además, que las x y las y se pueden expresar como funciones continuas de V 
y de θ . Entonces: 




∂ ∂ ∂ ∂
= + = +
∂ ∂ ∂ ∂
  (III.25) 
Combinando adecuadamente las ecuaciones anteriores y suponiendo que las derivadas 
de x, y,φ  con respecto de V, θ  son permutables (por ejemplo, 









  (III.26) 
Fig.III.22.  
Representación de 
la expansión de 
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  (III.27) 
Derivando la ecuación III.26 con respecto a V y la ecuación III.27 con respecto a θ , y 
teniendo en cuenta la invariancia en cuanto a la permutación de las derivadas cruzadas, 
resulta: 
 ( ) ( )
2 2
2 2 2




+ + + − =
∂ ∂ ∂
  (III.28) 














 ∂ ∂ ∂
+ = ∂ ∂ ∂−  
  (III.29) 
La ecuación III.29 admite una simplificación que es la aproximación de gas tangente, 
definido por la ecuación  P BA ρ= − , que describe el comportamiento de un gas ficticio 
cuya variación de P, ρ  es similar a la del gas real, siempre que P y ρ no difieran dema-










 ∂ ∂ ∂
+ = 
∂ ∂ ∂ − − 
  (III.30) 
(Ver [LR57]) 
 
III.5 Estudio del flujo con ondas de dos familias 
Considérese el flujo entre dos paredes curvas tal como el que se ilustra en la figura III.23. 
Las líneas de Mach generadas por ambas paredes han de intersecarse; por ello, se deno-
mina flujo con ondas de dos familias. Un problema que puede plantearse es este: dadas 
la magnitud y la dirección de la velocidad a lo largo de la línea ab, y la forma de las 
paredes bc y ad, hallar la magnitud y la dirección de la velocidad en la región entre ambas 
paredes.  
 
Se supone entropía y entalpía de remanso constantes, y la última es conocida. El pro-
blema se puede resolver numéricamente y gráficamente, o mediante una combinación de 
Fig.III.23. 
Flujo con ondas 




Dinámica de gases  
684 
 
ambos métodos. Se consideran primero los métodos gráficos, tanto de características 
como de plano de hodógrafa. 
La velocidad adimensional M ∗ se define como VM
a
∗
∗= . Esta velocidad adimensional 





















  (III.31) 
Sustituyendo la ecuación III.31 en la ecuación de Prandtl-Meyer, se obtiene: 
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2 2
2 2










 + − − = ± − + + −− − −
− +  
  (III.32)
  











   
La ecuación III.32 está representada en el plano de hodógrafa para diferentes valores de 
la constante de integración (v. figura III.24). En esta representación: 
, ,u vu v V iu jv
a a
∗ ∗






 Características de 
hodógrafa 
 [SCh82] 
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 Las curvas marcadas “I” corresponden al signo menos (-) frente a la llave en la ecuación 
III.32; las curvas marcadas “II” corresponden al signo más (+). Todas las curvas acaban 
en el círculo 1M ∗ = , pues el método es válido solo para flujo subsónico. Todo vector 
trazado del origen a un punto particular en el plano de hodógrafa representa la magnitud 
y la dirección de la velocidad en el punto corres-pondiente en el plano físico, dividida 
por a∗ . 
Veamos ahora cómo se utiliza la figura III.24 para resolver el problema de la figura 
III.23b.  
Supóngase, para simplificar el problema, que el flujo es simétrico, lo cual permite limitar 
el cálculo a la mitad del canal (v. figura III.25). 
 
En un principio, en la figura III.25, se han trazado aproximadamente las características 
físicas, habida cuenta de que no se conocen todavía ni las localizaciones precisas de los 
puntos numerados ni las pendientes de las características en dichos puntos. 







µ  = − = − 
  −
 
(AIII.33)Análogamente, si se usa el signo + en las características físicas, resulta el signo 
+ frente a la llave en la ecuación III.32 para ( )Mθ ∗ , que está representada por la curva 
marcada “II” en el plano de hodógrafa. Se demuestra fácilmente que una característica 
física de la familia I es perpendicular a la característica de hodógrafa de la familia “II”. 
Supóngase ahora que, a lo largo de la línea 1-2 en el plano físico, el flujo es uniforme y 
paralelo.  
En este caso, el flujo a lo largo de esta línea queda representado por un solo punto en el 
plano de hodógrafa; o sea, el punto 1 (v. figura III.26). Para llegar al punto 3 a partir del 
punto 2 en el plano físico, se debe seguir una línea de la familia I. Por consiguiente, en 
el plano de hodógrafa, deberá seguirse también una línea de la familia I. Para llegar al 
punto 3 a partir del punto 1 en el plano físico, debe seguirse una línea de la familia II.  
Fig.III.25.  
Características físi-








En el plano de hodógrafa, deberá seguirse también una línea de la familia II. Y así suce-
sivamente. Puesto que los puntos 1 y 2 coinciden en el plano de hodógrafa, también han 
de coincidir allí los puntos 3 y 4. (No sería así si la velocidad en los puntos 1 y 2 fuera 
diferente.) 
Habida cuenta de que la pendiente de las características físicas se ha considerado cons-
tante entre puntos, la exactitud de la solución dependerá de la finura de la malla. La figura 
III.27 ilustra el resultado de utilizar una malla más fina.   
 
El método descrito es conocido como método de punto de celosía.Un método alternativo 
es el denominado método de campo (v. figura III.28). En esta aproximación, se supone 
que el flujo tiene propiedades constantes en cada uno de los campos 1, 2, 3, 4, etc., limi-
tados por las características físicas indicadas por las líneas continuas.  
 
Al utilizar el método de campo, la pared curvada es sustituida por una serie de líneas 
rectas desde aab, bac, cad, etc. Entonces, la inclinación del flujo en la región 3 se toma 
paralelo a la línea ab, en la región 6 paralelo a la línea bc, etc.  
Fig.III.28. 
Método de campo 
vs.  método de 





Fig. III.26.  
Características de 









ANEXO III. El método de las características 
687 
Al pasar de una región o campo a otro, se atraviesa una línea característica, mientras que, 
en el método de punto de celosía, se va de un punto al próximo a lo largo de una línea 
característica 
A la vista de la figura III.28, se constata que pasar a través de una línea característica de 
la familia II es equivalente a ir a lo largo de una línea característica de la familia I, y 
viceversa. 
Si bien en el ejemplo tomado el método de campo no es tan bueno como el método de 
punto de celosía, en el caso de un chorro libre el método de campo es superior. 
En la figura III.29, se muestran las características de hodógrafa en tobera divergente, 
según el método de campo. 
 
Sea el chorro libre que se muestra en la figura III.30 procedente de una tobera supersó-
nica sub-expansionada. La presión en la región 1 es ligeramente superior a la presión 
externa aP . En la región 2, la presión ha de ser igual a aP , ya que, a través de una frontera 
libre, no son posibles discontinuidades de presión. Por tanto, las regiones 1 y 2 están 
separadas por una onda de expansión. 
 
En general, en los puntos a y b ocurrirá una expansión de Prandtl-Meyer. No obstante, 
si la diferencia de presión a través del abanico es pequeña, el abanico puede ser sustituido 
por una simple onda de expansión inclinada un ángulo de Mach determinado por el flujo 
en la región 1. 








M P P M
γ γγθ θ
−− = = + 
    
(12) 
fijan el número de Mach y la dirección de flujo en la región 2. Calculado el valor de M, 
la dirección de la corriente θ  se puede encontrar a partir de la figura III.31. 
Fig. III.30.  
Ondas de com-
presión y expan-
sión en un 
chorro libre 
[SCh82]  











Para el trazado de los diagramas, se ha de aplicar la simple regla siguiente: las ondas de 
expansión producen el giro de la corriente alejándola del plano de onda; las ondas de 
compresión la acercan al plano de onda. Además, las ondas se reflejan con el mismo 
signo en los contornos sólidos y cambian de signo en las fronteras libres. (Por ejemplo, 
en una frontera libre, una onda de compresión se refleja como onda de expansión, y a la 
inversa.) 
Si un contorno sólido cambia de orientación en un punto en que toca una onda y lo hace 
en la misma magnitud que la línea de corriente, no hay reflexión. Esta técnica se utiliza 
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